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Présentation

Cette these est consacrée a ’estimation de la variance et a l'utilisation
de variables auxilaires lorsqu’on dispose de plusieurs échantillons. L’infor-
mation sur la variance d’un estimateur, indispensable au statisticien, permet
d’évaluer sa performance et de déterminer sa précision. Dans le méme ordre
d’idée I'utilisation de ”"maniere optimale” de I'information auxiliaire permet
d’améliorer la qualité d’un estimateur.

Le probleme de 'estimation d’une combinaison linéaire de totaux quand
I'information provient de plusieurs échantillons apparait dans beaucoup de
situations pratiques.

L’exemple le plus naturel est celui ou deux échantillons correspondent a
des sondages effectués a des instants différents du temps. Par exemple, ’esti-
mation de I’évolution d’indicateurs socio-économiques nécessite d’utiliser des
techniques d’échantillonnage idoines, les méthodes ”classiques” n’étant plus
satisfaisantes en général puisqu’elles ne tiennent pas compte du caractere
temporel du phénomene étudié. Il existe des situations plus générales, comme
celle de I'estimation d’une statistique complexe telle que le ratio en présence
de nonréponse, qui peuvent étre étudiées dans un méme cadre formel.

Face a une telle situation, le statisticien se pose naturellement les ques-
tions suivantes :

— Comment choisir son échantillon & chaque tirage ?

— Quels sont les effets des taux de recouvrement et des correlations entre

chaque échantillon ?

— Comment tenir compte au mieux de la nonréponse et de 'information

auxiliaire ?

Ce travail de these propose d’apporter des réponses (parfois partielles)
a ces questions.

Le premier chapitre, extrait d’un rapport rédigé pour Eurostat, présente
une revue bibliographique sur les méthodes d’estimation de la variance en
sondage ainsi que leur implémentation dans le logiciel Poulpe lorsque cela
est possible.

Nous proposons ensuite dans le chapitre 2 une étude générale du probleme
”a deux échantillons” qui puisse s’appliquer en particulier aux deux situa-
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tions précédentes.

En s’appuyant sur les travaux de Cotton & Hesse (1992) et Salamin (2002),
nous étudions l'estimation d'un parametre d’intérét qui dépend, via une
fonction linéaire ou non, de variables d’intérét qui sont mesurées sur des
échantillons différents. Notre analyse porte plus particulierement sur le cas
bidimensionnel. Nous proposons des estimateurs de type Horvitz-Thompson
sur deux échantillons.

Un estimateur linéaire pondéré et sans biais est construit pour une combi-
naison linéaire de totaux. On donne ensuite une formule de type Horvitz-
Thompson pour la variance et son estimateur. Une des difficultés provient
du fait que dans le cas de deux échantillons il existe une infinité d’es-
timateurs sans biais, ce qui n’est pas le cas pour un unique échantillon.
Nous déterminons celui dont la variance est minimale sous des conditions
générales. Le nombre de parametres qui caractérisent les poids est pro-
portionnel a la taille de la population ce qui rend impossible leur cal-
cul en général. Nous proposons donc des reparamétrisations qui réduisent
considérablement ce nombre de parametres et qui correspondent a des si-
tuations pratiques de stratification de la population. Sous ces conditions et
sous les plans usuels nous obtenons les meilleurs estimateurs linéaires sans
biais.

Nous étudions ensuite le probleme de ’estimation de la variance des sta-
tistiques complexes, non linéaires, en utilisant la technique de linéarisation
par la fonction d’influence. En introduisant des variables artificielles nous
sommes en mesure de donner une approximation de la variance d’un esti-
mateur d’'une fonction non linéaire de totaux.

Nous développons également un modele nonparamétrique pour tenir
compte de I'information auxiliaire lors de l’estimation d’un total. La re-
lation entre information auxiliaire n’est donc pas nécessairement linéaire
ni méme paramétrique ce qui permet d’envisager une classe de fonctions
de régression beaucoup plus vaste. Il est vrai que les estimateurs, sous un
modele linéaire, sont protégés contre les mauvaises spécifications du modele
au sens ol ils sont asymptotiquement sans biais et consistants par rapport au
plan de sondage. Neammoins, si la vraie relation n’est pas linéaire, 1'effica-
cité, en terme de variance, de ’estimateur par la régression généralisée sous
un modele linéaire peut se révéler mauvaise, méme par rapport a l’estimateur
de Horvitz-Thompson qui, pourtant, ne prend pas en compte I'information
auxiliaire. Nous proposons un estimateur nonparamétrique de la différence
de totaux basé sur les polynomes locaux permettant de tenir compte de I’in-
formation auxiliaire. Nous montrons la convergence de tels estimateurs sous
des conditions générales. Ces résultats prolongent ceux obtenus par Breidt
& Opsomer (2000) dans le cas d’un seul échantillon.

Enfin, nous proposons dans le chapitre 3 une nouvelle approche non-
paramétrique basée sur les splines de régression. Il s’agit d’'une méthode
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alternative aux polynémes locaux qui se montre beaucoup plus simple et
rapide a mettre en oeuvre. Notre estimateur de la régression est décomposé
sur une base de fonctions B-splines, ce qui revient a construire un modele
linéaire dont le nombre de variables (les B-splines) n’est pas fixé a I'avance.
Il est alors facile d’en déduire une prédiction pour un individu qui n’est
pas présent dans 1’échantillon. L’estimateur obtenu est une somme linéaire
en ¥, les valeurs de la variable d’intérét sur la population, avec des poids
qui ne dépendent pas de la variable d’intérét. De plus, le parametre de la
régression sur la base de B-splines est indépendant de I'unité dans la popu-
lation contrairement au cas des estimateurs par les polyndémes locaux. Cette
methode garde alors les propriétés du modele linéaire classique de régression,
qui d’ailleurs est un cas particulier de I'estimation par des B-splines. Par
ailleurs, les estimateurs ainsi obtenus peuvent s’étendre facilement au cas
de plusieurs variables auxilaires. Nous prouvons la convergence de 1’estima-
teur proposé et validons, sur des simulations, son bon comportement dans
la pratique.

Nous avons souhaité que chaque chapitre puisse étre lu de maniere indépendante,
c’est pourquoi certaines notations ou certains arguments pourront paraitre
redondants lors du parcours de ce manuscript.

11



12



Chapitre 1

Variance estimation in
survey sampling

Evaluating the accuracy of estimates in survey sampling is of major
importance and many papers have been published for forty years on that
topic. This report presents a review of the main contributions on variance
estimators in the framework of survey sampling. The recent issues of va-
riance estimators in repeated surveys and in the case of nonresponse are
also tackled. In each case, we also deal with the practical implementation of
these estimators in the Poulpe program.

1.1 Introduction

Variance estimation in survey sampling is of major importance. It gives
information on the accuracy of the estimators and allows to build confidence
intervals. This report intends to make a review of the major techniques used
to derive estimators of the variance of an estimated parameter of interest £
in the framework of survey sampling. Sérndal, Swensson & Wretman (1989)
state that a variance estimator f/(f) should accomplish at the same time
all the following requests : it must have good properties with respect to the
sampling design, a simple form and applicability in general. If a system of
auxiliary information exists, then it would be advisable that the derived
estimator would have good properties with respect to a regression model,
including applicability to any linear regression model. At the same time, the
variance estimator must have such a form that it can be implemented into a
computer software. The principal concern is that such a variance estimator
would be able to lead to valid confidence interval for the estimated parameter
of study :

~

f+21_a (V (D)2
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There are two main directions for deriving a valid quantity for the unk-
nown variance V() :
(a) find an unbiased estimator for the variance when we can calculate it,
(b) find a consistent estimator for the approximative variance.

The choice between the two possibilities depends on the particular fea-
tures of the survey sampling and on the quantity to be estimated.

There are situations when the minimal value of the variance is desired.
Godambe (1955) shows that there exists no linear estimator for the popula-
tion total with uniformly minimum variance but in more restrictive classes
of estimators and certain designs or under a model of superpopulation, we
can derive such estimators. An example is the optimum regression estima-
tor obtained by Montanari (1987) ; unfortunately, it is more of theoretical
interest since the obtained value of the optimal variance depends on all the
values of the variable of study which are unknown and thus it can not be
calculated explicitly in practice. Problems of this kind are discussed in more
details in Cassel et al. 1977, ch 3.

Section 2 deals with the estimation of the fundamental quantities in
survey sampling, the total and the mean of a finite population. The Horvitz-
Thompson (H-T) estimator is introduced and a general unbiased variance
estimator is derived. For the most usual survey designs, we give the precise
expressions of the H-T estimator as well as of the variance estimator. Except
in a few cases, this general variance estimator has a complicate expression
and it is hard to calculate. This is mainly due to the evaluation of a double
sum and to the difficulty of calculating the probabilities of inclusion of second
order.

In section 3 we propose to extend the derivation of a variance estimator
when the parameter of interest has a complex form (e.g. non-linear sta-
tistics). This will be done with the help of the Taylor expansion. After a
presentation of the theoretical results, the technique is used to derive the
variance estimator for the ratio estimator, for the mean of the population
and for the coefficient of multiple regression.

In sections 2 and 3, no appeal to the auxiliary information was done. Or,
it is well-known that the good use of it improves the results. Sections 4 and
5 deal with ways of incorporating auxiliary information in estimating totals
and means. Section 4 treats the calibration technique proposed by Deville &
Sérndal (1992) and Deville (2000).

Section 5 deals with the superpopulation approach. This approach in-
troduces a new structure for our population. Until now, sections 2-4, we
derived results within the context of the fized population approach (Cas-
sel et al. 1977) namely each population unit is associated with a fixed and
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unknown real number which is the value of the variable of interest. For the
superpopulation approach, each population unit will be the outcome of a
random variable for which a stochastic structure is specified. Section 5 gives
a short review on this issue.

Section 6 deals with the situation of survey sampling in the presence of
nonresponse. In this case, we are confronted with the unknown response-
nonresponse behaviour of the selected individuals. One must derive models
for the unknown probabilities of response of the individuals from the popu-
lation and build appropriate estimators that minimize the error due to non-
response. We make a short description of the existing types of non-response,
unit non-response and item non-response and of the proposed methods. For
unit non-response, the general approach is that of Sarndal, Swensson &
Wretman (1992) and the general calibration technique proposed by Deville
(2000). These methods reduce the bias and variance due to nonresponse. For
the item non-response, the imputation technique is always used. The end of
the chapter describes the way in which the computer software Poulpe treats
the presence of nonresponse in survey sampling.

When we sample a population during several periods of time, we are
confronted with what, in the specific literature, is called repeated surveys.
Section 7 intends to make a presentation of the different types of repea-
ted surveys, with special attention on rotation sampling. In this case, the
approach is that of Patterson (1950) continued by Eckler (1955), Rao &
Graham (1964).

We give in the following a description of the computer software Poulpe

specialized with the calculation of the variance estimator. Several softwares
have specially been created to evaluate the variance in survey sampling but
none of them treats completely this issue; they do not provide estimates of
the variance for all kinds of sample surveys based on the best existing eva-
luation formulas of the variance. The difficulties arise from the complicated
expressions of the estimates for different sampling designs which entail the
use of less exact formulas but which are easier to implement in a computer
software.
Poulpe is a computer software written in SAS MACRO language and spe-
cialized with the evaluation of the variance, being used by INSEE in business
and households surveys. In order to be able to use this program, two condi-
tions must be satisfied :

i. a detailed sampling schema must exist ;

ii. we must have enough data in order to calculate the probabilities of
inclusion.

Poulpe treats the following simple survey designs :

i. simple sample survey without replacement ;

15



ii. systematic survey;
iii. balanced survey ;
iv. unequal probabilities survey sampling;

in the case of one-stage or multi-stage sampling, taking account of the exis-
tence of nonresponse. The complex surveys are also treated.
On the contrary, this computer software neglects :

i. the influence of the partial nonresponse ;
ii. the influence of the measurement errors.

A particular feature of Poulpe is the way it reduces the more complicated
surveys, the complex designs in multi-stages, to a two-stage survey. This is
possible because of the following :

i. the tree structure of the survey design made when the units are selec-
ted from the population. In this tree, the root is the initial population,
the levels are the selected units at every stage and the vertical branches
make the link between each unit and the corresponding sampled su-
bunits ; each branch contains information about the used design and
the first order probabilities inclusion. The tree ends up with sample
elements.

ii. the use of the induction for evaluating the variance in multi-stage
sampling. This fact permits to calculate the variance estimate starting
with last stage of sampling and climbing up to the root, applying
successively the two-stage formula.

These two qualities of Poulpe make possible the derivation of the variance
estimate, without knowing its final explicit expression. In the next, for each
design, the Poulpe evaluations of variance are given.

Notations

Let us consider a finite population &/ composed of N elements
U:{ul,...,uk,...,uN} = {1,...,]{,...,N}

where for simplicity, we identify the k-th element of U denoted by uj with
its label k. We will consider in the next that our population is such that
each unit ug can be spotted in a unique way by its label, k. This means that
the units have the property of identifiability (Cassel et al 1977).

Let consider ), a variable of interest for which the value for the k-th unit,
denoted by yg, is unknown. We designate by y = (y1,...,yn) the parameter
of the finite population and any real function of it is called a parametric func-
tion. The goal of a survey sampling is to make inference about a parametric
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function such as the total or the mean for example, but more complicated
functions may be of interest (the mode, various population quantiles, the
population variance).

In the case of a survey sampling, the inference is based on information obtai-
ned only from a part of U, called sample, obtained from U/ by a probabilistic
selection scheme. More precisely, let S be the set of all possible subsets s of
U, s C P(U). There are 2"V possible subsets, considering ¢ and U; a sample s
is an element of S. Given U, let p(s) be the probability of selecting s € S. In
other words, the function p(s) which is called the sampling design satisfies
the following conditions :

i. p(s) >0forallseS
ii. > esp(s) =1

In the present work, we will deal only with noninformative designs, namely
with designs for which the function p(-) does not depend on the values of
Y. For this situation, Basu (1958) shows that it is sufficient to consider only
the distinct elements of the sample.

We note by ns the sample size, namely the number of elements of s; depen-
ding on the chosen scheme, ng may be fixed or not for all the samples s € S.

We denote by I = 1yc, for all k& € U the sample membership indicator
(Sdrndal et al 1992). The random variable I}, is a Bernoulli variable indica-
ting if the unit k£ belongs or not to the sample.

Supposing that a sampling design has been fixed, the probabilities of inclu-
sion are defined as follows :

i. 7, the first order inclusion probability, is the probability that the ele-
ment k will be included in a sample . For all k € U, m, = > ;. p(s).

ii. 7, the second order inclusion probability, is the probability that the
elements k and [ will be included in a sample. For all k,l € U, 7y =

> sokal P(8)-

Result 1.1.1 : For a given sampling design p(-), the functions Iy, have the
following properties :

i. B(Iy) = m,
it. V(Ix) = m(1 — my),

1. Cov (Ik,Il) = Mgl — 7Y, k 751
forall k,l €U.
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Proof : The proof relies on the fact that I is a Bernoulli variable of para-
meter 7, see for more details Sarndal et al (1992). O

Consequence 1 : If the design p(s) has a fized size, then
iy k="
e Y gt 2oy T =n(n — 1)
.3 g0 TH-

For the simplicity of notation, we introduce the A-quantities (Sarndal et al
1992) :
App = T — T

Ay = Mg/
for all k,l € U.

We suppose from now on that m; > 0 for all k£ € U, namely that each unit
in the population has a chance to be in the sample.
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1.2 Variance estimators for the usual designs

In this section we describe the properties of estimators of finite popula-
tion totals,
ty= Uk
u

The Horvitz-Thompson estimator for the population total is introduced and
unbiased estimators of variance are presented for various classes of sampling
designs. In this section as well as in the next two, we are placed in the context
of the fixed population approach so the only randomness is the sampling
design, p(-). As a result, the definitions of the expectation, variance and
mean square error of an estimator @ for ¢, can be formulated for a given
design p(s). For example,

E(Q) =) p(s)Q(s).
seS

We derive formula for the variance estimator specifying the advantages or
disadvantages of this estimator. Then, in the next sections, we will propose
others estimators and make a comparison of their properties.

1.2.1 The Horvitz-Thompson estimator

We consider the class of linear estimators and among these estimators we
take the one proposed by Horvitz-Thompson (1952). This estimator is some-
times called the 7 estimator for the total of ) because of the probabilities
of first degree appear in its formula :

2 Yk

tr = =. 1.1

=2 (1)
We give now the most important result of this section.

Result 1.2.1 (Horvitz-Thompson 1952). The m estimator for the total of
Y, tr, has the following properties :

i. tr is unbiased fort = >y Yk

ii. The variance of tx has the expression :
V(i) = ZZAM%%.

i, If Ty > 0 for all k&l € U, an unbiased estimator for V (t;) is :
V(i) = ;;Aklgziﬁ'
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Proof : The proof relies on the identities :

7 Yk Yk
o= YRyl
s Tk u Tk
S X Yk Yl
V(tr) = ZZAkl;k;lIkIl
u u

and on the properties of the membership indicators Iy, for all kK € U given
in the Result 1.1.1. (see for more details Sdrndal et al 1992 and Thompson
1997). O

Remark 1.2.1 : The H-T estimator is the only unbiased homogeneous li-
near estimator whose weights do not depend on the sample.

Remark 1.2.2 : The variance of tr can be written as a quadratic form as
follows :

V(fﬂ) = yAy,

where A = (é’jrll Vigeu and y= (Y1,...,yn) the parameter vector.

For a sampling design of fixed size, ns = n, equivalent formulas can be
deduced for the variance and variance estimator of ¢, as obtained by Yates
and Grundy (1953) and Sen (1953).

Result 1.2.2 (Yates-Grundy-Sen 1953). If p(s) > 0 is of fized size, then
V(tz) and V(t;) have the equivalent expressions :

1. If mp >0 for all k)1 € U,
- 1 TAS
; = — — A _— —
V(tr) 5 g Es ki (Wk m)

Proof : We use Consequence 1. (Sérndal et al 1992). O

1.2.2 Sampling without replacement (SI)

We select with equal probability a first element from the population ; this
element will be kept away during the following selections. Next, we select
with equal probability another element among the N — 1 remaining units
of the population and we continue the selection in the same way until the
sample has n elements. The sampling design has the following expression
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p(s) = N and for the probabilities of inclusion of first and second
(%)
d ~ and " =1 Brom Result 1.2.1, we b
egree, T = — an = ———. From Result 1.2.1, we have :
gree, m, = = NN = 1) ; we hav

Result 1.2.3 : Under a sampling SI, the m-estimator for the population
total becomes

. _ 1
i trs1 = Ny, = ?Zy’f
S

f

R 1-—
it. The variance has the expression Vsr(tz) = N27S§u.
n

1. An unbiased estimator of the variance is given by

1_fS2

Vsi(tx) = N? 2

where f = N
1 _
5511 TN -1 Z(yk - yu)2
u

with Gy = N~1Y", yr and

1 _
Spe=——7 D —7)%
S

n

fOT gs = n_l ZS yk‘

Remark 1.2.3 : For SI we have (Ag )k icv = k(In — P) with k = f(1 —
N
f)———; In is the identity matriz with dimension N and P = N1N1§V.

N-1
. : N 1-f /
The variance has the expression Vs = N1 yIy — Py
As a consequence, det (Ag;) =0 and the variance will be minimized for all

vector y = ¢ 1’y with ¢ a real constant.

The evaluation of variance by POULPE

The variance estimation formula given above, at the point (3), is imple-
mented in Poulpe. The calculation of Sgs is made directly from the recorded
data for all the sampled individuals.

1.2.3 Sampling with replacement (SIR)

For sampling with replacement, denoted by SIR, Hansen and Hurwitz
(1943) proposed the pwr estimator : p-expanded with replacement, corres-
ponding to a generalization of simple random sampling with replacement.
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The method consists in drawing with replacement m different elements with
unequal probabilities pi,...,pk,...,pn retaining the independence of the
draws.

Pr(selecting k) = py, for k=1,..., N.

Then the sets of {pg rey satisfy the properties :
i. pgp >0forall kel

i S e =1

The proposed pwr estimator for the total ¢, is :
o1 f: Y
pwr m - pkl
1=
We have the following result for the pwr estimator :

Result 1.2.4 :

i. The variance of tpyr 15 :

. Vi 2
Vi) = 2 i =5 (%)

o \Pk

ii. An unbiased estimator for V(ty,,) is :

o Vi 1 oS (v 5\
. . . Yk I
An alternative estimator is ¢, = Z = where m, =1 —(1— — and
— Tk N

my=1—2 (1 — %)m + (1 — %)m Then the resulting estimator is :
f S
= —F1Tm k
Tl (-)" 4

and the expressions for the variance and variance estimator for ¢, are obtai-
ned from the Result 1.2.1.

The two sampling designs, SI and SIR, presented above are sampling
designs of fixed size so one can use the Yates-Grundy formula for calculating
a variance estimator of . In the case of SI sampling, both the variance
estimator given by the Result 1.2.1 and the Yates-Grundy formula give
the same result.
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1.2.4 Bernoulli sampling (BE)

In this case the sample is composed of all elements k from U which satisfy
er < m, where ¢, for all kK € U are independent realizations of a random
variable with uniform distribution in the interval (0, 1) and 0 < 7 < 1 is a
fixed constant. As a result all the units from the population have the same
probability of inclusion of first degree, mp = 7 for all £ € U. Besides, the
selection of the unit k£ is made independently from the selection of unit [
with | # k; as a consequence, Ty = 72 for all k # 1 € U and Ay = 0
for all k # | € U. Then, the variance-covariance matrix has the expression
A = diagm(1 — 7).

Result 1.2.5 : Under a BE sampling, the w-estimator for the population
total t, can be written

. 1
i. lx BE = - Zyk;
S

- 1
it. The variance has the expression Vpg(t;) = < — 1> E y,%.
T
u
1. An unbiased estimator of the variance is given by

N . 1/1
VBE(tW) = p <7T — 1> Zyi

The 7 estimator in the case of Bernoulli sampling is often inefficient because
of the variable sample size. Nevertheless, the Bernoulli sampling conditioned
to the sample size ng is a SI sample. That’s why, once selected the BE
sample, we can consider the conditional frame.

Although designs with fixed size are desired, there are situations in which
variable sample size conducts better. Two examples are relevant. The first
one is the selection in a domain of the finite population, situation not treated
here and the second one is the selection in the presence of nonresponse. In
this case, the response behaviour in different population subgroups is often
modeled as a BE sample selection, a technique discussed in section 6.

1.2.5 Poisson sampling (PO)

The BE sampling is not a fixed size design. Another example is the
Poisson sampling (PO) when the selection of an element is decided by ¢ <
7, where {m1,...,m,} is a set of fixed constants between 0 and 1. We give the
first and second order inclusion probabilities. Based on the same arguments
as in the case of BE sampling, we have that m, for all £ € U are the
set of first order inclusion probabilities; as for the second degree inclusion
probabilities, we have for k # | € U, 7y = mpm;. Because of these particular
expressions of the inclusion probabilities, the Result 1.2.1 will become :
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Result 1.2.6 : Under a PO sampling, the m-estimator for the population
total has the following expression :

.7 Yk
1. L‘Tr’po = Z —.
s Tk

- 1—
it. The variance is given by Vpo(tz) = Z (1 =) 78 = Z wyz
Tk
u u
iii. An unbiased variance estimator is Vpo (i) = Z(l — )R

S

As in the case of BE sampling, the PO sampling is of variable sample
size ng, fact which entails a great value of Vpo(t,). By conditioning, we
may remove this drawback. Hajek (1981) proves that every conditional PO
sampling maximizes the entropy in the class of designs having the same first
degree inclusion probability and taking part to the same class ) of samples
satisfying ) ..o p(s) = 1. The entropy is a measure of spread of the sample
design defined by

e=—> p(s)Inp(s).

The main role of PO sampling is to help to define and analyse other sam-
pling method (Hajek 1981). By conditioning, we can obtain SI sampling,
two-stage sampling described in sections 2.2 and 2.9, etc.

In the case of a BE sampling we have :
Epgp(ns) = Nmand 7y =n forall k=1,..., N.

Thus, if we fix the expected sample size and we suppose that N is known,
then 7y for K = 1,..., N are completely specified. In PO sampling, we do
not have the same thing :

WE

EPO (ns) =

Tk-
k=1

Thus, for fixed Epo(ns) we have to make a choice for 7. We will choose
the m; that minimize the variance. We get the following expression for the
first order inclusion probabilities :

ny

B Zu Yk
Zu Yk

assuming that y, < =%4=—for all k = 1,..., N. Because the expression of 7

T forall k=1,...,N

n
requires yi for all kK = 1,..., N which in general are unknown, the inclusion
probabilities so obtained can not be used. But, if we have auxiliary infor-
mation X which takes the value xj for the k-th element of the population
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and the variable of interest ) is approximately proportional to X, then we

can consider :
NI

B Zu Yk

forallk=1,...,N

Tk

and
xk<M forall k=1,...,N.
n

The inclusion probabilities 7, given by these expressions are called proba-
bility proportional to size. If )} is proportional to X, then the associated
m-estimator t}, po has a small variance.

This discussion states a more general problem : how we can use available
auxiliary information at the sampling stage? One possibility is selecting
units with unequal probabilities, such as probability proportional to size des-
cribed above. We will describe briefly in the next subsection the most impor-
tant methods of units selection with unequal probabilities. Tillé (2001) gives
a detailed description of these methods as well as the associated algorithms.

1.2.6 Unequal probabilities sampling designs

We need auxiliary information X for selecting unequal probabilities sam-

pling designs. The derivation of first order inclusion probabilities of a fixed
size design is the first step of all the methods. Conditions on the second order
inclusion probabilities are formulated, fact which makes possible the reso-
lution of this problem. Hanif & Brewer (1980) and Brewer & Hanif (1983)
present all the existing methods for selecting unequal probabilities sampling
designs until that moment.
We can have designs with or without replacement. We start with the study
of the mps sampling design when 73  xj, for all k£ in the population, called
mps sampling. In this case, several schemes for selecting elements such that
T X ) have been proposed. All these schemes have been devised in order
to accomplish the following five requests (Sarndal et al. 1992) :

i. The selection of the sample is simple;

ii. the m are strictly proportional to xy for all k =1,..., V;
iii. 7 > 0 for all k # I
iv. the m; can be computed simply ;

v. Ap; = 7 — e < 0 for all k& # [ to guarantee that the Yates-Grundy
variance estimator is nonnegative.

Let n be the sample size. We will study different schemes depending on
the values of n.

For n = 1, we have the total cumulative method which is strictly a 7ps
design, but 7w = 0 for all k£ # [ so an unbiased variance estimator can not
be obtained.
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For n = 2, we mention only the design proposed by Brewer (1963, 1975)
which ensures 7, = 22:”'; —for k=1,...,N and my > 0 for all k # [. This
scheme satisfies also the condition that Ay < 0 for all £ # [ that allows
the Yates-Grundy variance estimator to be always nonnegative. So, all the
above requirements are satisfied.

For n > 2, several schemes exit, most of them are complicated because
of the requirement that 7, must be proportional to x; for all k € U. If
we relax this condition, Sunter (1977) proposes a schema which gives
strictly proportional to xjp except for a small portion of the population,
corresponding to the smallest values of x;. We have also 7m; > 0 and Ay < 0
for k # I. Sunter (1986) presents a list-sequential scheme which achieves
a strictly proportionality between 7, and xj. Madow (1949) proposes a
systematic unequal probabilities sampling design, which is one of the best
because of its simplicity. The drawback of this method is that many of the
7y are null.

The method of Rao, Hartley and Cochran (1962) gives an unbiased esti-
mator for the population mean and at the same time a variance estimator.

As for designs with replacement, we present the one proposed by Hansen
& Hurwitz (1943). It consists in taking the pwr-estimator presented in the
case of SIR sampling

7 1 - ykz
tpw'r = E -
=1 DPk;
When the probabilities used to select units pq,...,pn are as follows pp =

forall k=1,..., .
Zu Lk

Then the estimator fpwr coupled with a SIR sampling design has the
properties :

- (Ta) 25

T,

. 2
B 14 (Zuxk)Q e\ LS

. twr :7, = —— Zvr - g
i V(tpwr) m m— 1 Z Zr, m ;fkl

i=1

S>

The same estimator can be obtained if we repeat m times independently, the
cumulative method. We start with p, = ZZ’“@,

as follows :
k

Uo:Oandvk:Zpl fork=1,...,N.
I=1

Then we generate u an Unif(0, 1) variable and the selection or not selection
of the element k will be decided as follows : the element k is selected if
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vp—1 < u < vg. We repeat this operation m times until the sample s is
obtained.

P( element k is selected ) = P(vgp_1 < u < vg) = v — Vp—1 = Pk

. 1 = s, .
and tygg = — ki with the same variance and estimate variance as tp,
=1 B
deduced above. As it can be noticed, the expressions for V (f,u,) and V (£
are simpler than the corresponding ones if we had used the m-estimator,
when the cross-products Ag9xy; must be computed. However, fpwr is less
efficient than the 7 estimator. The following strategy gives an estimator for

the variance that combines the two estimators :

i. a fixed size m wps sampling design is used such that mp, = mp, =
mTy

Zuwk’

ii. the m-estimator is used to estimate the population total ¢,;

iii. the variance of the m-estimator is estimated by the pps-sampling for-

mula : )
~ 1 ye 1 Yk
V=—o-—_ A I
(s

The variance estimator V' will not be unbiased for V (i,).

All the methods that have been devised are difficult to apply in prac-
tice; the g for k # [ requires heavy calculations and the calculation of an
estimator for the variance estimator given by the Yates-Grundy formula is
often impossible to do. A way to avoid this calculation would be to search
an estimator for the variance that does not use the quantities 7;. Such an
estimator for sampling with replacement exists, it has been proposed by
Rao-Hartley-Cochran (1962). It is possible that the variance obtained in a
great number of methods would be approximated by an estimator relatively
simple. Berger (1998) showed that the variance of Hajek (1981) is a good
approximation for the variance, under the conditions that the initial plan
does not diverge very much from the plan of maximum entropy. A general
approximation for the variance estimation, in the case of sampling without
replacement with a large entropy, is given by :

. b .
V() = Y 5ok~ wp)?

keu 'k

where

- > e by /™
> ubi

For the quantities b, we have more approximations :
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i. The approximation given by Hajek :

(1 — m) N

L

This approximation is exact in the case of sampling without replace-
ment with fixed size.

ii. Hajek proposed another approximation. We can write the approxima-
tive expression for the variance in the equivalent way :

2 2
- Ui bi, 1 YrYi1brby
B =S 2 (1, - - Yoy D

V( Y ) up < g Zz@{ bl) Zleu by Tk

keu "k keU leU k£l

The variance proposed by Horvitz-Thompson can be written :
2
Py — Yi Ykl _
UEDY pﬂk(l —m) Y > %(m TRm).-
keu 'k keu lelU k#l

We can take by such that the two expressions for the variance estima-
tion would be the same. We will take b, which satisfies the equation :

b
Zleu by

We can use the same technique for obtaining an approximation for the va-
riance estimation. A general formula for an approximation is given by :

v(fyﬂ) = Z % (yk - ?fkk)Q

kes ' k

bk :ﬂ'k(l—ﬂ’k).

where
ZZGS ay/m

ZlES a

:ﬂ-k

%)

Now, we can choose for ¢y, :
iocp = (1—m) "y
ii. Deville (1998) proposes for ¢y, :

e = (1 — ) [1_2{2;(_17?771)}2]

kes

-1

iii. Berger (1998) proposes :

cr = (1 —m)



iv. We can write the approximative variance as follows :

2 2

ron Y, Cp 1 YrYickC

V t = —_ Cr. — —_ _—
(i) Z?TZ ( e Cl> > les € lz 2 TRy

kes 'k kes les k£l

The variance estimator proposed by Horvitz-Thompson can be written
equivalently :

7 YrYl
V(t ) Z 1—7Tk +Z Z P 7Tkl_7rk7"'l)

kEs kes les,k#l

We can take ¢ so that the coefficients of the two expressions for the
variance estimation would be the same :
2

k
ZkES

The variance evaluation by POULPE

Cr — :1—7Tk.

In the case of "unequal probabilities sampling”, the difficulty of cal-
culating the double sums and also the m;;, the second-order probabilities
of inclusion appears. To overcome this difficulty, the above approximations
were introduced. The one which is implemented in Poulpe is the following

V(tn) = — 2 (1=m) <m D >>2

where
23(1 _ ﬂ—z)yz
Dy (g) - Yo —m)

1.2.7 Stratified sampling

In stratified sampling, the population & = {1,...,k,..., N} is divided
into H subpopulations denoted Uy of size Ny, for h = 1,..., H such that
U,NUp = ¢ for h # h'.

H
U=A{1,... k... Nt=|]U

H
U| =N, |Up| = Np, N=> N,
h=1
From each subpopulation U,,h = 1,...,H we select a sample sp, s, C

Uy, of size ny according to a sample design pp(-). The selection in each
subpopulation is made independently. The resulting sample s is :

s=s81UsoU...Usgy
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H
|sp| = np = |s| = Znh.
h=1
Then the probability of selecting s is :

p(s) =pi(s1)...pu(sm).

Let 772 for k € U and 77,?[ for k # | € U be the first and second order
inclusion probabilities according to pp, h = 1,..., H. Then, 7y, the first
order inclusion probability according to p(-), is equal to W’,g if k € sp, and 7y,
the second order inclusion probability according to p(-), is equal to 7r,’§7rlh/ if
k,l belong to different strata h, h’ and equal to 7T]}€Ll if k, 1 belong to the same
stratum h.

We suppose that Ny, is known for all h = 1,..., H. The population total
can be written as :

H H
=D vk =D th=2 Niliy,
u h=1 h=1

where t;, = Zuh yr. is the total of the stratum A and Yu, = N%Lth is the mean
of the stratum h.

We can formulate the following result for the m-estimator in the case of
stratified sampling :

Result 1.2.7 : Under a stratified sampling design, the mw-estimator for the
total of the population is :

T — Zthl thr where t, is the T-estimator for the stratum h.

ii. The variance has the expression V(i) = ZhH:1 Vii(thr), where Vi, (thy)
is the variance of tpx for all h.

iii. An unbiased variance estimator is given by V(i;) = Zthl Vi (thr)
where Vi, (thy) is the variance estimator for Vi, for all h.

The selection of the sample sp, can be done differently or in the same way in
all strata. For example, we can choose all s; by sampling without replace-
ment or by Bernoulli sampling. In each case, formulas for variance and for
an estimation for variance can be obtained using the results derived for the
designs SI, BE. For stratified sampling with sampling without replacement
in each stratum, we obtain :

H
i i =SSN y")
1

H
.. » Z 1— fn Z - -
11. V(tw) = Ni% np SSU;L; where SSU;L = Nh —1 (yk - yUh)2 18
h=1 Uy,

the stratum variance and f;, = ]7@—’; the sampling fraction in stratum h.
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iii.

1

L= Ihge  here 52 — :
np —

ny, YSh YSh

Z(yk - gsh)2 is the

Sh

H
V(ts) = > N;
h=1

sample variance in stratum h.

The variance evaluation by POULPE

In the case of stratified sampling, calculating the variance estimate is not
difficult because of the independence of designs in each of the stratum. For
the stratified sampling, with one of the four particular schemas of simple
sampling which are implemented in Poulpe, the variance estimation can be
easily calculated.

1.2.8 Multi-stage sampling

i.

ii.

iii.

The population U = {1,...,k,..., N} is now partitioned into N pri-
mary sampling units called PSUs, U1, ..., U;,...,Un, of size |U;| =
N; for i =1,..., Ny with NV; often unknown. For simplicity, we note :

Ur=A{1,...,4,...,Nr}.
In the first stage a sample sy, s; C Uy of PSUs is drawn according to

a sampling design py(-).

For each i € Uy, U; is partitioned into Nyj; secondary sampling units,
SSUs, Ust, ..., Uig, - .. ,Uin,,;, symbolically represented by

Ui ={1,...,q,..., Nz}
In the second stage, for each ¢ € sy, a sample sjy; is selected from Usy;
according to a sampling design prr;(-).

We repeat the two previous steps until the r-th stage when the r-th
sampling units are the population elements.

The general procedure will be referred to the r — 1 subsequent stages.
We suppose that we have invariance and independence with respect to the
r — 1 stages of selection.

In multi-stage sampling we have the inclusion probabilities according to the
first stage :

TIis Tij, fori# j and 4,5 € s7
X Ay
j
Apj =iy — Tnim, A = -
Trij

Let t, be the population total :

by = Zyk :th‘Q
u Ur
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where t; = Zui yr is the total of U;. We assume that we can build the
m-estimator i;; for t; with respect to the last » — 1 stages of selection,
E(tiz|s;) = t;, and let V; = V(L;z|s7) be the variance of #;,; let V; be an
unbiased estimator of V;, given sy, namely F (f/l|s 1) = Vi. With these nota-
tions, we can give the result for the m-estimator for the population total and
also the expressions for the variance and variance estimator in multi-stage

sampling.

Result 1.2.8 In r-stage sampling, r > 2, we have :

N i
i. the estimator t; = Z — is unbiased for ty;

™
S Ii

1. the variance of t, is :

ZZAI%J“JJFZ;

Ur Uz

793. an unbiased variance estimator is :

Proof :

2.V(ts) =

For r =

’Lﬂ't’ﬂ' VL
S D) ILIESS ShE
ST

T T
s; s Ii Iy

ErE(i|s1) = Er (Z ;E(t}ﬁysf)> — B <Z ;’) =Y hi=t

51 Ii

VB (inlsn)} + Br{V(islsn)} = Vi {2 :Tfj,} +Ei {E - }
sp sp i

Ur Uz

= EE(V(t)|s1) = {ZZAIUtt]JrZ )=+ Y
ST I s
= ZZAI”tt +

Ur Uz

L =V (D).
> =V

[

2, we obtain a two-stage sampling and for » = 3 a three-stage.

From the general result, we can derive formulas for the variance and variance
estimator in the particular case of two-stage sampling.
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In this case, the second stage will consist in selecting for every ¢ € sy, a
sample s; of elements from U;, s; C U; according to a design p;(.|sy). Let
Tkli> Tky); be the first and second order inclusion probabilities with respect
to the second stage sampling, p;(-|sr).

The resulting sample is

We suppose that we have invariance and independence with respect to the
second stage of selection. For every ¢ € sy let n; be the size of s;, then the
size of s is :

We have £;; an unbiased estimator for t; with respect to the second stage;
it results then the expression for tir

”_Z Yk

Tkli

From the general result for multi-stage sampling, we have the m-estimator
for the total of the population, ¢, =),y of the form :

w—Z” Z Z

s
1EST k|z

with the variance :
V(tz) = Vpsu + Vssu

where Vpgsy = Z Z A Iijfifj is the variance due to the first stage sampling

Ur Uz
V
and Vgsy = Z —" is the variance due to the second stage sampling. We
i
have V; = V (tix|s1) Z Z Ayg)iUr)i%i- An unbiased estimator for V; is :
U U
Vi= Z Z A i

sy Sy
Then, an unbiased estimator for V (#,) is :
A i Ujm Vi
I-E T Al 5
I SI

Remark 1.2.4 : For particular conditions, we can obtain designs that have
been already studied.
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i. for sy = Ur we obtain stratified sampling and we find the formula for
the variance estimator;

1. for s; =U; for all i, then we have cluster sampling. In this case,

V(te) =Y Apjtid;

s1 SI

s an unbiased estimator for the variance of t,

The evaluation of variance estimation by POULPE

The Result 1.2.8 is a consequence of a more general theorem of Des Raj
(1966) which gives the way of calculating the variance estimation in multi-
stage sampling. We suppose that we have invariance and independence with
respect to the second stage of selection and we use the same notations as
above. Let us consider the general unbiased estimator for the population

total
Ny
=1

where w’“- are weights for each sample s; of PSUs defined as

W — Wr i if i € s7
Ly 0 otherwise

and {; is an unbiased estimator for the total ¢; of the PSU U, t; = Zui Yk -
We have E(t;|s;) = t;. We need Er(wy,;) = 1forall i €Yy in order to ensure
the unbiasedness condition for T; E; represents the expectation with respect

to the first stage.
Let

Ny Ny

f(T) = Zai,st% + Z bz‘j,stit]‘

i=1 i<j=1
be an unbiased estimator for the variance of Zf\f:]l w’ut}; s, bij s are real
numbers, predetermined for every sample s;. From the condition E;(f(T")) =
Vary( f-V:Il w’lﬂfi) we obtain E(a;s) = V(w};). The theorem of Des Raj
states :

Result 1.2.9 (Des Raj 1966) : An unbiased variance for the population
total t, =, yi in two-stage sampling is given by

V(D) = [(T) + 3 wraVi

where V; is un unbiased estimator for V; = Var(t;|s;) and f(T) is obtained
from f(T) after replacing t; with t; for all i € Us.
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A variance estimator in two-stage sampling is obtained as follows :

i. We must have an unbiased estimator f(T") for the variance in the case
of one-stage sampling and substitute all ¢; with ¢; in the expression of

J(T);
ii. We must have an unbiased estimator 7' for the population total in the
case of one-stage sampling and substitute all ¢; with V;.

iii. Finally, we make the sum of the two quantities from above.

So, we only need to know the expressions for the estimator of the total and
of the variance, both of them in one-stage sampling. In multi-stage sampling,
the mechanism of calculating the variance estimation by Poulpe is based on
the recurrence induced by this theorem. At the same time with selecting the
sample elements, the software creates the tree structure, from top to bottom
and containing the elements :

i. the root : the population U divided in Nj units, called PSU(primary
sampling units) ;

ii. the next level contains the selected sample of PSU, s;, according to a
pattern pr(.);

iii. for each element from s;,we repeat the second step as many times as
degrees we have; the terminal elements from the created tree will be
sample elements.

iv. the links between two successive levels are made with the help of
branches which contain the information of the used sampling pattern
and of the probabilities of inclusion corresponding to the level.

In order to calculate the variance estimation, we will climb up the tree in
the inverse sense, level by level, from the terminal elements to the root and
we will apply each time the theorem of Des Raj.

For three-stage sampling, Caron et al (1998) give the explicit expressions of
the variance estimator corresponding to each stage.

1.2.9 Two-phase sampling

We suppose now that the framework is more general than in two-stage
sampling, namely we eliminate the restrictions of independence and inva-
riance in the second stage. The strategy can be described as follows :

i. in the first phase, a sample s, C U is selected according to a sampling

design pa('); |5a| = Ng,-
ii. in the second phase, we select a sample s C s,, according to p(+|s,); |s| =
Ng.

The quantities required for the construction of an unbiased estimator for t,
are :
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i. the inclusion probabilities with respect to the first phase :
Tak, Taki Kk, €U
Akl = Takl — TakTal-
ii. given s,, the inclusion probabilities with respect to the second phase :
Tk|sar Tk|sa for k,1 € s,
Akl|sa = Tkllsq — Tk|sqT|sq"

We introduce the quantities 7 = 775, and consider the m*-estimator

1
for the population total, which attaches the new weights — to y :

T

k
s

S
Then, t,+ has the following properties :

Result 1.2.10 Consider a two-phase sampling, then the population total
ty = >y Yk s estimated without bias by :

N Yk
2. tﬂ—* = Z ;
s k

1. The varitance of the w*-estimator is given by

V(fw*) = ZZAakl:’jak’gal +E a <22Akl8a7yr’:7€i>
s E 7l

Sa  Sa

1st phase variance 2nd phase variance

where Yo = Ik

Tak
i15. An unbiased variance estimator is given by

s Aokl . . Akilse Yk i
V)= 3 g+ D> e B
s s Tkl 5 5 Tkllsa T T

1st phase variance estimator 2nd phase variance estimator

Proof

Tak

i. We have E(ix) = Ep, E(z|sq) = Ep, (Z yk) =Yy =ty s0
Sa u

~

t.+ is unbiased for t.
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ii. We have the relation

V(tne) = Vi, Bt [5a) + Ep, V (fr+]50)-

We can write t}* —t = (Zsa Yak — Zu yk) + (ZS % — Zsa ?]ak) =
Qs, + Rs, where Q)s, is the error due to the first phase and R, the
error due to the second phase. It results V,,, E(tz+[sq) = V,,(Qs,) =

Z Zu AakiYakPar and

Epav(£W*|3a) Ep,V(Rs|sa) = <22Aklsa yi yi) .

kl . . kl . . ..
111. (ZZ “ yakyal) = pa (ZZ ! yakyal> = ZZ/{ ZZ/{ Aaklyak:yal

and for the second component

p(TX st g (S A% %),

s
kl|sa Sa  Sa

g

The treatment by POULPE of variance estimation in two-phase
sampling

Let us see how this situation is treated by the software program Poulpe.
We will use the notations and expression for the variance estimator given
in Result 1.2.10. We remind that for a given first-phase design p,(-), the
software Poulpe can calculate double sums of the following form representing
the variance estimation for the total of a variable Z :

>N Dokt —— = Y > Apzra

Tkl Tak™
k€sa l€s, | ohlTakTal k€sq €54

_ 1
— Zakl — TakTal for k # 1 and Ay = ;Tk. In the above expres-
T

TaklTakTal
sion, the quantities Ayg; are not given explicitly in the formula of variance

estimation, but are obtained recursively and implicitly in the software (be-
cause the 7, are not known) by means of exact or approximative formulas
allowing to estimate the variance at each phase. The variance estimation
due to the second phase can be written in the form :

A
Z Z Blla __ Uk Z Z Bz

TakT Tl T
ke€s l€s k”s‘l ak™k|sq Malll|sq ke€s l€s

where Ay
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Tkl|sq — TklsaTl|s L — s
where By = 50 [5a "Msa g g # | and By = 27” Because
Tk|saT|sq Tkl|sq Tilse

all By for k,l € s can be calculated recursively from the files of data, the
second term from the expression of variance estimation can be calculated
by Poulpe. As for the variance estimator due to the first phase, this can be
written in the equivalent form :

S A

™
ke€s les kllsa

with Ay given above. It is not possible to calculate this expression because
the Aj; are not known in general. Nevertheless, it is possible to calculate
these quantities for two particular cases of great importance in practice :
two-phases sampling design with a Poisson schema in the second phase and
stratified two-phase survey with a simple sampling without replacement in
each stratum.

Two-phase sample survey with a Poisson design in the second
phase

In this case, the inclusion probabilities of second order corresponding to
the second phase satisfy the relation, due to the independence of selection
the elements in a Poisson schema :

Thilsa = Tk|sa s i k # LK, 1 € s.

Takl — TakTal the

. . . ) TaklTakTal
variance estimation can be written as (Caron et al. 1998) :

- 2
Vi) = S5 Ly 37 Tel! ksa>< n)

kes les ﬂ-kl's“ kEs ﬂ-k"ga 7Tak7Tk|3a

Ak:l 1 1 1- Tk|sq y2

- Y 2w+ Akky,§<— . >+§ LW
™ s ™

kes k|sa ak

kes les klsaTlsa kes klsa  Tis,

(1) +(2)+3).

It results that Ay ,, =0 for k # [ and k,l € s. For Ay =

We can write (1) as follows (1) = >, . > . Anyry; with
Yk 3
i = oo ifkes
0 otherwise

It results that (1) can be calculated by the help of the tree structure of
the program, while (2) and (3) are directly computed from the files of the
existing data.
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Stratified two-phase sampling with simple sampling without re-
placement in the second phase

In this case, we have the following sampling design :

i. in the first-phase, we select a sample s, s, € U according to pu(.); Sq
is divided into H strata :

= U Sqh With |sqp| = Nj, elements ;
h=1

ii. in the second phase, for all h = 1,..., H we select a sample sy, sy, €
Sah Of size np = fy Ny by simple sampling without replacement. The
resulting sample is s = Ule Sh-

The inclusion probabilities corresponding to the second phase have the fol-
lowing expressions
Th|sq = fh if ke Sah;

Thi)sa = JuSw if k € san,l € sap, h # W

7Tkl|sa fh lf k l e Sah,k 7& l.

h—1

As a consequence, the m*-estimator becomes

e XY My | Ly

h=1kes;, "KTklsa {23 =N
Uk
H
= ZNh* > up =Y Nyl
kEsh h=1

with an estimator for the variance

g ; WAMG Yryr + Z nhl_ 1 Z(uk —ap)’

kl|s h=1 h

(1) (2)

Variance estimation by means of POULPE

The expression (2) from the above formula can be calculated directly
from the file of data. We write part (1) as the sum of three terms, as follows :

= 2.2 A

ﬂk\sa 71-l\sa
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H
+ A
hz:l %: %: Tk|sq Ti|sq PR — 1
H N
h — 4Vh
+ Ao
; E 5 fulnn — 1)

The last term of the sum can be calculated directly from the files of recorded
dates ; the sum of the first two terms is equal to :

H
Z Z Aklzgz? + Z Z Z Aklz,i‘zlh

Sa  Sa h=1 Sa Sa
where
Y
ZO _ m fOI' k €S
k 0 otherwise
and
Yk 1—fn
Z]Z _ Tlon Py for k € Sp,
otherwise
h=1,...,H and we have reduced the calculation to the sum of two terms

for which Poulpe knows how to calculate the variance estimation.
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1.3 Taylor linearization

In the previous section, a m-estimator was presented for the population
total, with special attention on the variance estimator and its expression for
different sampling designs.

But, in practice, in most of the cases, we are confronted with surveys that
involve not only one, but several variables of interest and more generally, the
unknown quantity depends on these variables through a general function.
An example is the ratio of two unknown population totals

R = Zu Yk _ ty

C Xum b

where y and z are two variables of study. First, we will study the linear case,
then the general case will be considered by using Taylor series expansions.
The use of Taylor series implies the introduction of supplementary condi-
tions on the population and on the sampling design. They will permit the
development in Taylor series and also the convergence of it. The subject was
treated by Wolter (1985), Sarndal et al. (1992). We will give a short review
of the main results.

1.3.1 7 estimators for the linear case

Suppose that there are J variables of study Ji,...,Y;,..., Vs, and let y;;,
be the value of ); for the k-th element of the population, forall j =1,...,J
and all £ = 1,...,N. Let t; = >, y;jr be the total of the )); variable for
all j = 1,...,J. The objective is to estimate these quantities, namely the
components of the following vector :

t=(t1,. . tj,....ty)

For each variable of interest the theory of the 7 estimator, presented in the
first section, can be applied. A sample s is drawn from U, according to a
sampling design p(s), with the probabilities of inclusion of first and second
order, m;, and m; and for all k£ € s we observe the value of the vector :

Yk = (ylk»- s Yiky e 7ka),

and each t; total is estimated by the m-estimator fjﬂ =Y . Ujk so that the
m-estimator of t is

~ ~ ~

te = (fimy e ooy bjmy oo oy tun)

We have the following results :

Result 1.3.1 (Sdrndal et al. 1992) : The variance-covariance matriz of .
has the following expression :



and is a symmetric matriz with the j-th diagonal element given by the va-
riance of fj,T and the elements jj’ given by the covariance of fjﬂ and fj/ﬂ :

tjﬂ‘ Z Z Akly]k’yjl

and

t]m Z Z Ak‘ly]kyj’l

The matriz V (t;) is estimated with no bias by the matriz V (t,) such that
the jth diagonal element is

/ (tjx) = Z Z Arindt
S S
and the jj’ element is :
Clljm ) = Z Z Aradn
S S

We consider now a more general situation, namely when the requested
estimator for a parameter population 6 can be written as follows :

0= f(ts,...,t;)

and f is a linear function. Then, applying the above result, an estimator for
0 is given by :
0= f(tr,...,ty).

This is derived from the fact that if f is a linear function then € can be
written as :

J
9:a0+2ajtj :f(tl,...,tj).

j=1
Consequently 6 = ag + ijl ajtiz = f(tir, ..., tyr) where tj; = Z Yik s
Tk

S
the m-estimator for the total ¢;. We can apply now the conclusions from the
previous result in order to obtain the expressions for the variance-covariance
matrix of # and also for an estimator of this matrix.

Result 1.3.2 For a parameter of the population, having the form :

J
Qzao—l—zajtj:f(tl,...,tj)

=1

an estimator is given by :



with the variance-covariance matrizc :

V() =ZZ% (s )

Jj=1j'=1

andV :ZZGJGCt]W’ ]ﬂ')

J=1j'=1
where C(tjn,tjm) and (@ imytirn) are given in the result from above.

As a conclusion, if a parameter of interest is expressed by a linear func-
tion of the totals of q variables of study, then the expressions for V and V
can be deduced in a simple way.

1.3.2 The general case

The case when f is not a linear function will be reduced to the former
one. The main idea is to approximate f around the true value by a linear
function, for which we know how to derive formulas for the variance and for
an estimator of the variance, according to the case one. Under general condi-
tions, we will show how the variance of the estimator can be approximated
by the variance of a linear estimator. The approximation will be made by a
first-order Taylor series expansion and the method is called Taylor lineari-
zation. We start with a consistent estimator ¢ for ¢ and a function f which
satisfies several conditions, the expansion in Taylor series of f around the
point ¢t = (t1,...,ty) will give :

i. an approximate expression for the design variance of § = f(f);

ii. a suitable estimator of the variance of 6.

But for a finite population U we can not define the consistency and asymp-
totic unbiasedness of an estimator. For achieving these conditions and also
for allowing us to develop f in a Taylor series with a remainder of low order,
we need supplementary conditions and mathematical results concerning the
behaviour of a finite population and of the probabilities 7y, 7 when n and
N increase to infinite simultaneously. In order to obtain an infinite popula-
tion, we will consider the initial population & = {1,...,k,..., N} with the
corresponding 7.

We give here Sdrndal’s way (1980) to obtain an infinite population. Isaki &
Fuller (1982), Sérndal et al. 1992 propose different ones. Sarndal (1980) re-
produces this population ¢-1 times. For all £, a sample s is selected from each
U according to p(s), with the same 7y, for all ¢. The resulting population
will have Ny = Nt elements from which we select a sample s consisting of
Mgy = 22:1 ns, = nt elements. Next, we allow ¢ — oo and it results that
Nt — 00 and ng;) — oo but n and N remains constant. This framework al-
lows us to define the properties of consistency and asymptotic unbiasedness

43



for an estimator. Now we can derive the results for Taylor linearization. Let
us give two results which will be used in the next.

Result 1.3.3 (Wolter 1985) : Let f : &5 — R be a real valued function
defined on a q dimensional Euclidian space, continuous, differentiable with
continuous partial derivatives of order two in an open sphere containing
a=(ay,...,ay). For X, = (X1pn,...,Xn) satisfying :

X, =a+ Oy(ry) where rp, — 0,

we have :

i —a3) 2L (@) 1 0,0r2).

f(Xn) = f(a) + 8.%‘]'

J
Jj=

1

Result 1.3.4 (Wolter 1985) : With the above conditions and
E(X,)=a

E(X,-a)(X,—a))=%, <o

the asymptotic variance of f(X,,) is :

E(f(X,) — f(a))? = dX,d’ + O,(r3)

anered = (5L @)

iy i=1,7

Let’s suppose that :
i. N71¢; has a finite limit for all j =1,...,J.
ii. N’l(tAj7T —tj) — 0 in probability, for all j =1,...,J.
iii. n2N~1(fj, — ;) — N(0,A) in distribution for all j = 1,...,J; it
results then N71(¢;, —t;) = Op(n_%).
iv. It exists an estimator for the variance of fjﬂ forall j=1,...,J.
As mentioned, we want to estimate a parameter expressed by a nonlinear

function of totals of J variables of interest :

0= f(tr,...,ty) Wheretj:Zykj,jzl,...,J.
u

with f : £&; — R continuous, differentiable with continuous partial deriva-
tives.
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We define an estimator for 6 by substitution. It is obtained by replacing
each total with the corresponding 7 estimator :

~

6= F(brm, s Erm).

We can take as vectors a and X,, from Result 1.3.3 and Result 1.3.4,
the vectors t and t, as defined at the beginning of this section,

tZ(tl,...,tJ)/ and

tr = (timy ooy tun)
which have the following properties (as a consequence of the conditions 1-4) :
~ N7t —t) L0 and
- N7 tr — ) = Op(n"2)
~ nEN"L(t, —t) 5 N(0,%).
For N=', N~'t, given above and r, = n~% the conditions from Result

1.3.3 and Result 1.3.4 are satisfied. We obtain the approximation of the
parameter by a first-order Taylor series.

Nﬁlf(flﬂ, - ,I?Jﬂ-) = Nflf(tl, - ,tj)
J
- - of(vi,...,vy)
+ N 1Z(tj7r_t]) ov;
j=1 J (Ul,...,U]):(tl,...,tJ)
1
e <n>
andifwenotewithajzw for j =1,...,J we
J (vl,...,UJ)Z(tl,...,tJ)
obtain the equivalent formula :
! 1
N 9=N"19 + N1 Z(tjﬂ — tj)aj + Op <n>

=1

and : R )
N =N"10+0,(n2).

In particular 6 can be approximated by 6 ~ 6 + ijl(fjw —tj)o; and is
approximately unbiased for 6.

We will use Result 1.3.4 in order to derive the variance of §. Because
B(0) ~ 0, the variance can be approximated by the mean square error :

V(0) ~ MSE () = aXa’ + O,(n"2)
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where @ = (a1, ..., ay) is the vector of the partial derivatives of f calculated
int=(t1,...,t;) and X is the covariance matrix of t, —t. We obtain then
the following approximation for the variance :

J
V(0) ~ MSE (§) ~ aXa' =V (Z aj(tjr — tj)>
i=1

and to calculate the last expression, we apply the procedure described in the
linear case. We finally obtain the following expression for the approximative

variance :
J J
0) ~ ZZ iy Cov ( (tir, tir) = X/
=1 j=1

To obtain a variance estimator, we will substitute sample-based estimates
of @ and ¥ . Suppose that the estimator & and X are available; then an
estimator for MSE () is given by :

V(0) ~ MSE () = a3a/.

1

It is not unbiased for MSE, but taking & and 3 consistent estimators for a
and X, it will be consistent estimator for the MSE.

As it can be observed, the expressions for approximative variance and va-
riance estimator are complicated because they involve the calculation of the
variance-covariance matrix X ; for the variance estimation, we need to cal-
culate an estimator for each element of 3X. Woodruf (1971) gives a simple
method for which the variance estimation is simplified. This method is a
generalization of the Keyfitz’s (1957) method for obtaining the variances for
specific types of estimates derived from specific sample designs. It consists
in reordering the components of the sum Z}'le ozjfjﬂ. We have :

e = Lo (T2) -T2 (Som

7j=1 s j=1

S
S S
where u, = Y7

=1 0 Yk As it can be observed, ijl ajfjw can be written
equivalently as the m-estimator for the total of the new introduced quan-
tities uy. Because the uy for all £ € U depend on a; which on their turn,
depend on the Vi,...,), which are unknown we obtain that uj; are unk-
nown and so they can not be used. The quantities «; are estimated by ¢&;
the corresponding 7-estimator

L Of(v,. . vg)

Qi =
J . . .
31)] (V1,05)=(t1m e stam)
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and then the uy are estimated by :

J
ik =Y Gjyr;.
J=1

It results then V(6) ~ V(> ). Now we can give the result obtained
by Woodruff (1971).

Result 1.3.5 (Woodruff 1971)

1. An approximatively unbiased estimator for the population parameter
0= f(t1,...,ty)
1s given by the substitution estimator :
0= f(tir. . bsm)

where fj,r is the corresponding m estimator of t;.
2. Using the Taylor linearization, the approrimative variance s :

Ug UL
ZZA .

J Of (v1,...,07)
where up, = ) 5, oY and o = ==L
Zj_l jy J J a’l)] ('Ula'“»vJ):(tlz"th)

3. The estimated variance has the expression :
U U
=22 M
Tk T

where U = Z;-Izl Gjyk; and & is the m estimator for ;.

and

Supposing that the general conditions given by Isaki & Fuller (1982) are
fulfilled, 4y, is a consistent estimator for uy and as a result V(é) is consistent
for V(0). For a design of fixed size, we have the alternative formulas for the
approximative variance and variance estimation :

0) ~ —% Z;Akl (g — 1)
V() = —% DD A (g — w)?

In large sample, we estimate the approximative variance of 6 given in
Woodruff’s result and the found value can be considered as an estimator of
the true variance.

From the above result, we can summarize and give the steps when the
Taylor technique is applied, namely :
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— For the population parameter § = f(t1,...,ts), expressed as a func-
tion of the J totals, we derive the substitution estimator 6 which is
approximately unbiased for 6. The variance and variance estimator of
6 must be calculated.

— The linearized variable, uy, is derived for all k € U ; these quantities
are calculated in the population, u; being expressed as functions of
the J totals t1,...,t;.

— The unknown quantities uj are estimated by .

— The parameter is approximated by 0 ~ 0 + (D stk — Dy Uk)-

— According to the result of Woodruf we have

i U Uy
V)=V Ay
) (Z ) S A
— A Horvitz-Thompson variance estimate, based on the unknown w; can

be obtained :
Z Z A ——
7Tk 7Tl

— The estimated variance based on the sample estimators i has the
expression :
U, U
=22 A
T T

The evaluation of the variance by means of POULPE

From Result 1.3.5, it is possible for Poulpe to calculate the variance
estimator ; we calculate in fact, the variance estimator for sample estimator
of the linearized variable, 4y using the Horvitz-Thompson formula and the
obtained value is an approximate expression for the variance estimator of 6.

In the following, we give several examples in which the Taylor technique
is used.

Example 1. Let us consider the ratio between two unknown population

totals ty, = > ,,yr and t, =, ap

R:ty: Zuyk :f(ty,t)

where f(v1,v2) = {L; we want to estimate R.

>
<

™

1. The substitution estimator of R is R = where fyﬂ,fm are the 7

>

8
3

estimators for t,,%,.

48



2. The linearized variable for R is :

_ Of (v1,v2) Of (v1,v2)
U1 oy 00)=(ty tz) 2 (o 00)=(ty tz)
1 —ty
= yka + g g
1
= = (yx — Rxy) .

3. Ris approximately estimated by
BRSO  w) =r p
- Tk g ta T
S u B
because ), ur, = 0 in this case.

4. The approximated variance of R is :

A 1)? yr — Rrp y; — Ry
Vi) = () LS apttunfn,
u u

1 .
5. The variance estimator is obtained by replacing uy by @, = = (yk — ka)
T
in the expression of the estimated Horvitz-Thompson variance formula :

A 1 < — Rz — Rx
V(R): ZZAM% kYl l.

t2 Tk M

s

Example 2. Another example is the derivation of an estimator for the
mean of the population.

There are two situations : N is known and not. In the first situation, an
unbiased estimator for 7;, = % Doy Yk s

= 1 Yk
with the variance and variance estimation, respectively :

V() = % > Ayt h

= 1 X Yk YUl
V = — E E Ay ===
(yUﬂ'> N2 - - kl T T
derived using the general theory of the 7 estimator.
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For N unknown, we need an estimator for N. The quantity N can be
regarded as the total of the variable x; = 1 for all £ € U, then N = t, and

- 1
the substitution estimator is N = Z —. Then ¥;; can be regarded as a
Tk
S

ratio of two totals variable. Using the first example, an estimator for ¥, is :
L
S ﬂ-k
o 1

Ys

with the approximate variance :
- 1 Ye — Yu Y1 — Yy
1% ~ A
(Fs) N2 Z Z ki ™ p.
u u
and the variance estimator :

ooy ] A Yk —YUs Y — Us
V(ys) = ﬁ ZZAM ™ -
S

s

The estimator ys gives better results even if IV is known because of the
reduced variability of s which lacks to 7;,. Another reason is that g5 works
better when we have designs of variable sizes such as Bernoulli or Poisson
designs.

Example 3. Suppose we have a study variable, y, and that we have the
auxiliary variable x; xj is the value of = for the k-th element of the popula-
tion and x, is known for all k in ¢/. The objective is to estimate t, = >, yx;
ty can be written :

t
t, =t 2
y = ey
ty = Y 4 %k is a known quantity ; then R = i—y is the ratio of two totals and

we can apply the results from the first examf)le. It follows :

. . A t
i. t, =t;R, where R = T
T

. — Rapy — R
i V(D) ~ S5, Ay e R T T
Tk Uy

e Typ t2 « Yk — Ry yp — Ry
ili. V(ty) = f; ZZAM p —
xm s

S
Example 4.

Let us derive an approximately unbiased estimator for the coefficient of
multiple regression. Let &7,..., X, be ¢ auxiliary variables and By, ..., B,
be the coefficients of regression of Y through X7, ..., &,. We intend to obtain
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an approximately unbiased estimator for the vector of regression coefficients
B = (Bj,...,B;)" whose variance or approximative variance can be calcula-
ted. We denote by xj the vector containing the values taken by the auxiliary
variables for the k-th element in the population,

Xk = (ﬂ?lk, .. ,qu)/ forall k e U

and T =), xkxi’

1. The vector of regression coefficients has the expression :
B=(Bi,....,By) = (D) (O xuu)-
u u

It can be observed that B can be written as a function of totals. Thus
it is possible to apply the method of Taylor linearization. We have B =

t
f(tgts) = - where :
te

tg = Z qi the total of the new variable ¢, = Xy, k € U,
u

and
t, = Z 21, the total of the new variable z; = xi X}, k € U.
u

2. The substitution estimator for B is :

() (%)

S S

3. The linearized variable of B is :

0
a f(vlvv2) +

M (1 02)=(tgt2)

R (.
= _— Z —_—
qk ‘) k t%

= T 'xx(yr — xB).

5 af(vla 02)
k Ovy

ur =

(Ul 7”2):(t¢Z7tZ)

4. We can obtain an approximative expression for B :

5 _— _ - XkYk
B ~B +<Zuk zu:uk>_B—|—T 1(2 . TB).

s

5. The approximated variance of B has the expression :

V(B) ~ T 'VvT!

o1



Y Ay k(yk — xiB) zjn(y — x|B)
where V = (v:); .— i = vi; and v, = A I .
( JJ )w 1,5q5 Vig Ji 77 ey Kl ™ p

6. The linearized variable wuy, is estimated by 1y = T_lxk(yk —XLB), T =

S 2%k and the estimator for the variance of B :
ERE

V(B) = v
where V = (ﬁjj/) is a ¢ X ¢ matrix with elements :
. X Uk Uy
Vi = Apy——.
Remark 1.3.1 :The same result would have been obtained more easily if
we had considered B as a ratio of the totals of the variables q and zp and

we had applied directly the linearized variable for a ratio derived at first
example.
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1.4 Calibration technique

Until now, no use of auxiliary information was made. Or, in sample sur-
vey auxiliary information on the finite population is often used to improve
the precision of estimators of the population total. Several approaches are
conceivable. We have the calibration approach described below, which does
not rely explicitly on a model with the more recent the model-calibration
approach, or the model-assisted approach described in the next section and
when the inference is based upon a model of superpopulation taking into
account at the same time the sampling design. We present in the next the
principles of the calibration approach developed by Deville & Sarndal (1992)
and Deville, Sédrndal & Sautory (1993) and the implementation of this me-
thod in the software Poulpe. We also give a brief description of the most
recent extensions of this approach.

The objective is the estimation of the population total of the variable of
interest ) denoted t, = Z Yk in the presence of univariate or multivariate

auxiliary information for VL\{/hich the only request is that we know its popula-
tion total, namely we do not need to know the value taken by an auxiliary
variable for all the units in the population.

Let Xi,...,X; be ¢ auxiliary variables and for k¥ € U and let xx =
(k1. .., Trqg)" be the g-vector with the values of the auxiliary variables for

the k-th element in the population. We suppose that the total tx = Z Xk

U
is known ; the vector (x,yx) is observed for all k € s. Let tAy,T = Z LA
Tk
S

1

the m-estimator of ¢, and we note with d, = — the m-weight corresponding
Tk

to yi, for all k in s.

The calibration technique consists in finding a new set of weights {wy, }res
which satisfies the conditions :

i. {wg}res are as close as possible to {dy}res in the sense of a distance
between w; and dj,.

ii. {wy}res satisfy the calibration equations :
Z WXk = tx
S

which means that the new weights must estimate well the auxiliary
information.

The calibrated estimator is denoted by fyw, so that it is related with the
wy, weights. We consider a function distance Gy (w, d) such that :

i. for every fixed d > 0, Gx(w,d) > 0 , differentiable with respect to w ,
strictly convex, defined on an interval Dy(d) such that d € Dy(d);
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ii. Gi(d,d) = 0;

oG d
iii. gx(w,d) = M is continuous and the function that transforms
the interval Dy(d) in Imy(d) is one-to-one fashion.

The request that wj; would be as close as possible to dj is equivalent to
minimize the average distance E,{) Gi(w,dy)}. Deville & Sérndal (1992)
apply the Lagrange multipliers method which leads to the following weights,
called calibration weights :

wy, = dip Fi, (X \)
where Fj,(0) =1, g, = F}(0) > 0, d F}, is the reciprocal mapping of g (-, d)

and A = (A1,...,Aj,...,Ag) is the vector of Lagrange multipliers. We de-
termine A from the calibration equations :

tx = Z WXk = Z dka(Xi(A)Xk.

Deville & Sérndal (1992) suppose conditions which ensure that the above
equation has a unique solution belonging to C' = Ngey{ A : xp A € Imy(dy)}
with a probability tending to one. With A determined, we can write the
calibration estimator for ¢, :

fyw = Zwkyk = deFk(Xi()\)yk

Several remarks on the derivation of the calibration estimator must be made :

1. The vector A is determined solving the calibration system :

$s(A) = tyx — txr where

3s(A) =D di{ Fio(xiA) — 1}xc.

Deville & Sarndal (1992) propose Newton’s algorithm for obtaining X, as-
suring that this method converge quickly.

2. Different choices of the distance function lead to different estimators.
The most important case is Fi(u) = 1+ gru when we obtain the generalized
regression estimator :

Eyreg = Z WEYr = 7§y7r + (tx - 7§x7r)/ﬁs
s
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where iy = > < dipxk (respectively fyw) is the m-estimator for the total of
xk (respectively of )) and
-1

= (Z qukxkxk/> Z A QLXK Y-

Focusing on the weights, the calibration technique leads to the same genera-
lized regression estimator obtained by Sdrndal (1980) when a regression of )
through the &7, ..., X, was considered. So, we have two different approach,
the calibration technique and the regression, which leads to the same esti-
mator.

3. With the assumption that a solution X exists, the different choices for
F}. can lead to negative weights, which are not desired for an estimation of
the variance. Deville & Sérndal (1992) modify properly the function Fj, such
that the resulting weights are positive.

Suppose now that n, N — oo and :
- (C1) limN_ltx < 00;
(C2) N~Y(txr — tx) — 0 in design probability ;
(C3) naN- U(txr — tx) converges in distribution to N (0, A);
(C4) max ||xk|| = M < o0}
— (C5) max F}/(0) = M’ < 0.
We have the following result :

Result 1.4.1 (Deville and Sdrndal 1992) : Under the supposed conditions,
fyw has the following properties :

i fyw is design-consistent and at least asymptotically design-unbiased
(ADU)
NNy = tyn) = Op(n™2)
if there exists a solution A of the calibration equations.

1. fyw 18 asymptotically equivalent to the regression estimator tAy,aeg for
any Fy, that satisfies the condition (C5) from above.

N_l(tAyw ~tyreg) = Op(n_l)
and consequently V (tyw) =~ V (tyreq)-

From the second point, it results that the choice of Fj is not of great im-
portance for the derivation of the variance of fyw because all the estimators
are asymptotically equivalent with the regression estimator. This result has
important consequences on the derivation of the variance and variance esti-
mation of fyw. We have :

V(tyw) = V(treg) Z Z Api(dp By ) (diEy)
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where Ej =y — XLB and B = > u qukX{()_l > u tXxYk- To estimate the
variance, we need an estimator for 3, which is given by :

-1
Bws = (Z kakaXi{> (Z kakayk>
S S

and then

Z Z (wrer)(wier)

Tkl
/
where e, =y, — Xk,@ws.

In conclusion, we can summarize the following :

i. For a sample s and for chosen Fj, we solve the calibration equation
for obtaining .

ii. When A is determined, we derive the calibration estimator :
2?yw = Zwkyk’ = Z dka(Xi()‘)yk’
S S

iii. The variance estimate is equal to the variance estimate for the regres-
sion estimator, with the residuals e; of ) on the calibrated variables :

Z Z (wrek)(wier)

Tkl

1.4.1 The Generalized Calibration

This method (Deville 2000) proposes to consider for all k£ € U, a function

r : R? — R regular in a domain containing 0 and satisfying Fj(0) = 1.

The deduction of such functions will be made with the help of auxiliary
information. Then, the calibration equations to be solved are

tx = Z deka()\).

The linear case

We have in this case, for all k € U

F.:RT— R
F(0) =
Fr(0) =z

where zy is the vector of the instrumental variables (Fuller 1996). It results

the expression for Fj, :
Fk()\) =1+ Zi()\.
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The vector zy needs to be known only for the k € s and it is not an external
auxiliary information.

From the above equations of calibration and for the particular expression
of Fj, we can derive the expression of A :

-1
A= (Z dekXi{) (tx — Z dxy).

The calibration estimator has the expression :

~

tyw = Z dkyk:Fk()‘) = 7?yﬂ' + (tx - Z dkxk)/és
S S
- fyﬂ + (tx - tAxﬂ')/Bs
where 3, is the solution of the normal equations :

> dimc(ye — i/ B) = 0

so 3 is the g-vector of the coefficient of the instrumental regression of )
through &1, ..., X, with zx instruments.

For Fj linear we obtain a result similar as in the case of standard calibra-
tion, namely the obtained calibration estimator is equal to a instrumental
regression estimator.

As in the case of standard calibration, the variance of fyw is asymptotically
equivalent to the variance of the regression estimator :

V(tyw) =V (Z dkEk> where
Er=ye—x/B.kelU

are the residuals of the instrumental regression and B satisfies the system of
normal equations :

> zc(yy —xi/B) = 0.

u
With the same principle, the variance estimation of fyw has the expression :

V(tyw) = V(Z drey) where

er =Yk — Xk By, k € s

with 3, the solution of the normal equations :

Z drzi (yr — xi’B) = 0.
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The general case

With the additional condition mazF}/(X) < oo, we can suppose that the
function F}, can be approximated with a linear function :

Fp(\) ~ 1+ 2z, forall ke U

where z, = gradFy(0).
It results from the calibration equations :

-1
A= (Z dkzkxi{> (ty — ten) + O(n72).

which implies that the variance of fyw in the non-linear case is approximately
equal to the variance in the linear case and the variance estimation are the
same in the two situations. We can approximate the variance and variance
estimate with the same residual technique.

1.4.2 Some other ways to generalise the calibration method

Théberge (1999) extends the calibration technique to estimate popula-
tion parameters other than totals and means and also extends the technique
to the case where there is no solution to the calibration equation. A new
method to compute a calibration estimator that uses an arbitrary distance
measure is developed and the case of estimating a bilinear parameter is trea-
ted.

When the auxiliary information is available for all the units in the popu-
lation, Wu & Sitter (2001) combine the model-assisted approach, discussed
in the next section, with the calibration technique for estimating the popu-
lation mean. They call this new approach model calibration. More precisely,
they consider that the variable of study and the auxiliary information are
linked up by a nonlinear model of superpopulation &, as follows

Ee(yrlxi) = p(xx, 8),  Ve(yrlxi) = vio?

for all k € U; 0 is a p-dimensional vector, @ and ¢2 are unknown superpo-
pulation parameters, u and v are known functions. Next, the parameter 0
will be estimated by a design-based method ; 8 is obtained.

Then the model calibration estimator of 7;; = %Zu yr is denoted by
tme = N7t > s Wiy where the weights wy, are as close as possible in the
sense of a distance function to di and verify the calibration equations :

Nt Zwk =1 Zwku(xk,é) = Z,u(xk,é).
s s u
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We have the following result :

Result 1.4.2 (Wu & Sitter 2001) :

1. For a chi-square distance, the calibration estimator has the expression

N_lzﬂk—N_lzdkﬂk}B
u s

tAmc = Ltyﬂr +

—N—

where i, = p(xx, 0), B = > s ek (g —Aﬁ)(?ﬁc —?), 7= > s kY
> A (fix — 1) 2 s A
> s D fix
Yosdrar
1. Under general conditions, tme = tAy,W—i—Op(n*l/Q) and thus it is asymp-
totically design-unbiased for t, irrespective of whether the model is
correct or not. tme is also approzimately model-unbiased.

and i =

1t. The variance is approrimated by
. Ey By

V(tme) =~ N2
Z Z s

where E = yr — pu(xx,0)B are the population fit residuals with B =
Sud(me =)y —ty) _
— , U= N Mg, ).
> k(e — ) 2t s, f)

w. An estimator for the approximative variance is given by

Vlimg > N2 3 2
Tk T Tkl

where e = Yy — [LkB.

The generalized regression estimator, tarpa = N1 (fyﬂr + (tx — fxm)’,@),

(B the population parameter, (Cassel et al 1977, Sérndal 1980) is obtained
for u(xy, 0) = xi’0. Wu & Sitter (2001) propose at the same time a genera-

lisation of GREG by teregme = N (Ey,,r + Z fu — Z dkﬂk> for which
U s

they affirm that is not asymptotically equivalent with ,,. because B does

not converge to 1. At the same time, they argue for time against fGREG,mC

because the gain of ta REG,me OVer fyﬂr in term of reduction of variance de-

pends on the goodness of the approximation y, — fix while time USES [ as a

tool of calibration while keeping as close to fyyﬂ as possible.
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The variance evaluation by POULPE

We consider the case of a simple calibration of the final sample on
the known population totals. In this case, CALMAR transforms the initial
weights dj into the final weights wy, such that they are as close as possible
to di and satisfy the calibration condition :

Z WEXk = tx.

According to the general result (Deville & Sérndal 1992), the calibration
estimator is asymptotically equivalent to the regression estimator with the

variance :
R E
V(fwy) ~V ( gkk>
Tk

kes
where FE, is the population fit residual of ) on the calibration variables and
i = 5 = ().
For estimating the variance, it is enough to have a formula for the va-
riance estimation of the total of Y, and to replace the quantities y; with
grer, where ej, is the regression residual of Y on the calibration variables.
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1.5 Model Approach

The previous sections treated the parameter vector y = (y1,...,yn) as a
non-random quantity, the only randomness being the sampling design p(-).
In the present section, we will consider that y = (y1,...,yn) is the outcome
of a vector random variable Y = (Y7,...,Yy) with distribution . We call
superpopulation model a specified set of conditions for the class of distribu-
tions of which £ belongs to. The main aspect of the statistical analysis in the
superpopulation model is thus that y is treated as the outcome of Y about
which certain features are assumed known. The superpopulation model £ can
be regarded as a mathematical device used to make explicit the theoretical
derivations.

Among the first having used the superpopulation model, we mention Co-
chran (1939, 1946), Deming and Stephan (1941), Madow and Madow (1944).

Although the use of a superpopulation model & is not accepted by all sur-
vey practitioners, there are situations when it is arguable that this approach
will perform much better. We mention two such situations. The first one
is the inclusion of the treatment of nonsampling errors in survey sampling
(Sarndal et al. 1992, ch. 14). Secondly, it is possible under a superpopulation
model £ to make comparison of variances of two p-unbiased strategies, fact
which entails the resolution of some of the nonexistence problems in uni-
formly minimum variance p-unbiased estimation (Cassel et al. 1977).

In the case of a superpopulation model &, we have two kinds of ran-
domness : one already existing, the sampling design p(-) and the new one
introduced by the joint distribution £ of Y7,...,Yy. We need supplementary
notations induced by &. Let @ = Q(Y1,...,Yn) be a function of Y7,..., Yy
and we denote by E¢(Q) the expectation of @ with respect to ¢ defined as
follows

Ee(@) = [ Qs

In the same manner, we can define other statistical quantities as variance
and covariance with respect to £. In the next, we will use the index p for
all the quantities calculated with respect to the design p; for example, E, is
the p-expectation and & for the model.

In the new frame, we call statistic a function T' = T(D) where D =
{(k,Yx) : k € S}, S being a random variable with values in S the set of all
possible sample s. So, the function T, for any given value s of S, depends on
those Y}, for which k € s. The statistic T for S = s used for making inference
about the population mean ¥ = N1 >y Yk is called predictor and T for
Yy = yp, is called an estimate for y = N1y, .
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Définition 1.5.1 :

i. T is called p-unbiased for Y if and only if, for a given design p,
Ey(T(y)) =7 for ally = (y1,- .., yn)-
. T is called £-unbiased for Y if and only if, for a given design €,
E(T(Y)—=Y)=0 forallscS.
iii. T is called p&-unbiased for' Y if and only if, for given p and &
E:E,(T(Y)-Y)=0.

For a superpopulation model approach, the choice of a strategy (p,T)
will be dictated by the objective to minimise the £-expected p-MSE,

E:MSE,(p,T) = E¢E,(T —Y)>.

Although the objective is the same, there are two different ways of obtaining
the desired minimum called the model-based approach and the design-based
approach. For the first one (Brewer 1963, Royall 1970, 1971), the sampling
design is of minor importance. The objective is to choose T such that for
every given sample s, T' minimizes F¢(T — Y)?. We will not develop here
this approach but we mention its application in repeated surveys (Blight &
Scott 1973, Scott & Smith 1974). For the second one (Cassel et al. 1976,
Sérndal 1980, Sarndal et al. 1989), the support is on the sampling design
p. We look for an estimate T of ¥ such that 7' minimizes E,(T — 7)%. We
give a brief presentation of the main results in the case of the design-based
approach.

Finally, we consider only the noninformative designs fact which allows
us to interchange the order in calculating the expectations with respect to
p and &.

Cassel, Sarndal & Wretman (1976) introduce the p-unbiased generalized
difference estimator

Yk—ek €L
TGD:Z N’]Tk + N
s u

for an arbitrary vector e = (eq,...,en); Tgp is &-unbiased if e = g, for &
defined as follows (Cassel, Séarndal & Wretman 1976)

E¢(Yy) = pag + by = pu;
£ Ee¢(Yy, — wi)? = aza2 = a,%;
Ee{(Yi — ) (Y1 — )} = axaypo® = oy for k # 1
where ap > 0,0 for £k = 1,..., N are known numbers with Zszl ar = N

and p,o? and p are unknown and N_—_ll <p<l.
We have the following optimality result :
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Result 1.5.1 : (Cassel, Sarndal and Wretman 1976)
Under the above model, the optimal strategy (p, TLwith p a fixed size design
of sizen and T a p-unbiased linear estimator of Y is (po : Tapo), where

Y, — by b,
Tapo = Z i t2N
s u

and pp = po(s) is the sampling design with the inclusion probabilities T, =

The estimator T pg is also £ and p&-unbiased. The HT estimator, tAyTr belongs
to the class Tip if e = 0 or if e = 7w, for p a fixed size design. From the
above result, we have in general E¢V),(p, tyn) > E¢Vy(po, Tapo) with equality
for p = pg and by x ag.

Sérndal (1980) considers a particular case of model £. Let us consider
X1,. .., Xy auxiliary variables with x} = (21, ..., Zkq) and that the variables
Y1,..., YN are independent. For the regression model :

Ee(Yr) = x18 =

Ve(Yi) = o} = o’u

where 8’ = (31, .., 3;) and 02 are unknown, v, = v(xy) is a known function
for all k in U, Tgpp becomes :

Vi =, 1 :
Igr = 2821\77];9+;ﬂj (N%:MJ_Z;’;;>

S

= N 7' [tyr + (tx — txn) B

. Y N X
with ty, = Z “k and tyr = Z Tk For the auxiliary information, we need
T Tk

S S
only to know tx = >, xk. If we suppose that all §; are known, then the
above optimality result give that T g is optimal for 7 o v for all k.

The estimator Tgr can be viewed as a correction of the £-model biased
but p-unbiased estimator N _1fy,r,

Tor = N 'yr — Be(N " 'yq)

where Be(N ty.) = N~ (tx — txx)'B is the &-bias of N7, (Thompson
1997).

More realistic, 3; are unknown, for all j =1,...,¢. Sdrndal (1980) pro-
poses to estimate the vector B8 = (01,...,5,) by :

Bs = GLY, = (W!X,) " W'Y,
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where Wy = (wgj);_i7 j—7g and the wy; may or may not depend on the
known quantities xj and vy, X5 = (X )res and Yy = (Yi)res. It results
that the vector (w1, ..., wk,) is the vector of weights applied to unit k. The
resulting estimator is the so-called generalized regression estimator :

Tor = N7 [iye + (b — ) By

This estimator can be obtained without implying the variance structure of
the model and it has the following properties :

Result 1.5.2 (Sdrndal 1980)
1. The estimator B, is &-unbiased for 3 :

E{(l@s) =0.
2. TGR with B, as above is model unbiased under the & model.

Thus we can use the model £ to obtain £-unbiased estimators for 3, but the
basic properties are not dependent on whether the model £ holds or not. It
implies that we have a model-assisted and not a model-dependent estimator.

If T r was p-unbiased, Te:r loses this property because B < as a nonlinear
function is not p-unbiased for B. Sarndal (1980) states that an exact design-
unbiasedness can entail loss in efficiency and he proposes the asymptotic
design-unbiasedness (ADU) and consistency of Tgr as minimum require-
ments. Robinson & Sérndal (1983) gives conditions for which Tgg is ADU
and consistent for Y. At the same time, they give an approximation for the
design mean squared of order O(n~1). These conditions do not require the
superpopulation model to be true, but optimality is reached if the model is
true. Robinson & Sarndal (1983) state that in the case of perfect correctness
of the model, the mean square error is minimized for p(s) with the inclusion
probabilities m, x op.

There is a particular case when Ter is exactly p-unbiased, namely for a
model & for which E¢(Y)) = Sz, and a sampling design p with 7 oc 2. In
this case, TGR = N_lfy,f.

We return to the expression of [35 =GlYs = (W;XS)_1 W!Y,. Sarn-
dal (1980) discusses two particular choices for the matrix Wy, w-inverse
weighting and best linear unbiased weighting. The first one is obtained for
that Wy such that for some vector ¢ = (ci,...,¢,) we have

-1
VI = W,
for II; = diag(my)kes. This relation is fulfilled for
W, =TI X,
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if ¢ includes the intercept. In this case, 8,; = (X/II;*X,) "' X /MY,
Another possibility is
W, =1V, 1 X,

with Vg = diag(vg)res realised if vy, = ¢/xy. In this case
Bs2 = (X VT X)X VY.

With this expression for 3372, Ter becomes Tappe discussed by Séarndal,
Swensson and Wretman (1989).

The best linear unbiased weighting is obtained for W, = V!X, which
gives for B the estimator

BBLU = (X;V;_IXS)_l*X;Vs_IYS

with the corresponding Tru. At this point of discussion a question arises :
which of the two estimator presented here, Terpc and T LU, is preferable 7
Terv being obtained for the best linear unbiased estimator for 3 is preferred
by many statisticians while survey practitioners, such as Séarndal et al. (1992,

pp 519), argue for TG rEG- Their argument is that TG RrEC is obtained for the
sample-weighted estimator 55,2 which is more robust than the unweighted

B BLU> hamely B s,2 remains design-consistent if the model is wrong. Besides,

BS’Q is the solution of the optimal sample estimating function (Godambe &
Thompson 1986, Godambe 1995) :

1
Z s—xXi (Ve —x)8) for

O T

(7,% = azvk.

We present other properties of Terec in the situation when U = c Xk,
for all £ € U. In the next, we will use for simplicity the notation ,6' for ,65 %

~

B, = (XVIIJ'X,) ' X! vy,
-1
/
ZXka ZXkYk
. 1Tk . 01Tk

or equivalently, ,38 is the solution of the normal equation (or the optimal
sample estimating function)

1
Z 5— Xk (Vi — x.8) = 0.
— 0Tk

The same formula for 3 s would have been obtained if we had used the Taylor
linearization method for estimating the coefficient of regression, B (Sarndal
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et al. 1992, pp 193). B, is not p-unbiased for B but is approximately p-
unbiased and £-unbiased, E{(Bs) = 3. Under the conditions of consistency
given by Fuller & Isaki (1982), Fuller (2002) 3
precisely, we have 8, = 3 + O, (n=1/2%).
Sérndal, Swensson and Wretman (1989) give equivalent expressions for TerEG.
Let’s introduce the following notations :

— the predicted value for the k-th element is denoted by Vi = XLBS,

— eps = Y, — Yk is the k-th regression residual,

- E, =Y, — xi{B is the population fit residual, with B the solution of

the normal equation,

¢ is consistent for 3. More

Z %Xk(Yk -x.8) =0

u k
/
. L X . XX
~ ks = 1+ (tw — txﬁ)/Tfl—l; where T = Z 1; K and we suppose
o ~ 0}k

that 7! exists. The quantities grs are known in the literature as the
g-weights and they were introduced by Séarndal et al. (1989).
In this particular case of model ¢ with v, = ¢/xy, for all k € U, Sarndal et
al. (1992) prove that the regression residuals egs have the property

€ks
20 =0

S

and Thompson (1997) prove that under the same model, the population fit
residuals, Ey, satisfy
> Ep=0.
k

Then, we have the following equivalent expressions for the regression esti-
mator TgrEG :

1) TGREG = N_IZ}}k:N_lin{BS
u U

P _ -1 YA k.

2) Tgrec = N ngsYk—ngs;ka

S S
3) Toree = N7')_XiBi+ Y grebr
u s

Result 1.5.3 (Sdrndal et al. 1992) The generalized regression estimator
Tarec has the following expression :

.
Toree = N~" {fyn + (tx — fxw)/BS} =N"! {sumux{(ﬁs + ngsEk}
S
which is approzimately unbiased for Y ;
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1. the approximate variance is :

V(TGREG 2ZZAk1EkEla

1. the variance estimator is given by :

Vo(Torpe) = N72 Z Z At (Grsérs) (91561s) -

From the expression of the approximate variance of Ta REG, We can give
another variance estimator, replacing Fj by its sample-based counterpart

€ks °
BRI
Tkl Tk T

When s is of fixed size, the Yates-Grundy variance estimator Vj is :

Apl l:eks eks:| ?
Vo =— o S
PB¥er e
Kott (1990) gives conditions for the Yates-Grundy estimator to be consistent
for MSE (TGREG) ~ V(TGREg) :

i. suppose Bs — 3 in probability ;
E, (B, - B8)(B, - B8)| =0(n~?);
iii. N72E, [(txr — tx)(txr — tx)'] = O(n72).

Sarndal, Swensson & Wretman (1989) proposed three variance estima-
tors for the general regression estimator : ‘79, Vi and Vy¢. The question is
which one is the best. In the design-approach, Vg, V; are approximately equi-
valent under the supplementary conditions. Since Vi is design consistent, Vg
is design consistent too. For poststratified sampling and ratio estimation
Vg is preferred. In the model-approach and for the particular case when
02 = 0?N'xy, Sirndal, Swensson & Wretman (1989) examine the properties
of Vg under this particular model &. For this, they consider :

A
Z ZS: kl 91;;::16 gz;ﬁz

Tkl

where €, = Y3 — x} 8,k € U are independents models residuals under the
considered model. We can not calculate ¢ because of § but we can calculate
Vg and under the given conditions, we have VE — Vg — 0 in probability.
Sérndal et al. (1989) examine if this variance estimator V* is unbiased for

the model mean square error MSE g(TBLU) = Eg(TBLU —Y)2. We have :

MSE¢(Tpro) = > (g’“a’“> Zak

S
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2
"k z : 9ksOk
s u

They introduce the following criterion :

_ Be(V*) — MSE¢(Teric)

RMB(V* A
( ) MSEE (TGREG)

as a measure of the unbiasedness of V*. In general RMB (V*) is small; it
is exactly zero in two cases :
(a) for stratification simple random sampling with fixed ]@—’;in stratum h

and then g, = 1 for all k and so RMB (V*) = 0;

(b) in poststratification where gis = %’Z for all k£ in the same group.
h

If we have simple random sampling with poststratification, the ratio
will be approximately zero. When RMB (V*) is not zero, it is advisable to
remove the model bias. However, in practice this is hard to achieve because :

i. its numerical impact would usually be small;
ii. the resulting expressions for the variance could be complicated ;
iii. it appeals to a model, which is an imperfect assumption.
For 07 = 0?\'xy, Sdrndal, Sweenson and Wretman (1989) showed that v*
is :
i. a design consistent variance estimator ;
ii. a nearly model unbiased for MSE é(TGREg).

The approach of Kott (1990) for estimating the variance is to find a
design consistent estimator of the design mean squared error of TGREg,
and if it exists, to multiply it by a factor that removes the model bias of
Vyg(TGREg) as an estimator of the conditional variance of Tappa. As a
result, the new variance/mean squared error estimator is simultaneously a
design consistent estimator of the design MSE(T creEc) and a model unbiased
estimator of the conditional variance of Tpry. We have a design unbiased
estimator for the variance of TGREG given by the Yates-Grundy formula :

- 1 = (Y U\
V = — B — _— — —
Y& = N2 kz<l Tkl TE T

Kott (1990) proposes the following estimator :

Ve(Toree —Y)
E:(Wa)

A

which is difficult to calculate. We have (V') model unbiased estimator of
the conditional variance of Tgrre and design consistent of MSE(T¢reG)
because

rv(V) = Ve

Ve(Toreg —Y)

Jy =
v Ee(Vya)

—1
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in probability even if the model fails.

Montanari (1987) derives the expression for the coefficient of regression
G who minimizes the p-variance of

~

Ter = N1 [fyﬂ' + (tx - thr)/:B]

-1
Y,
Var (Z Xk) Cov < ﬁ, Z k) . Unfortunately, the ex-
T
U

U U
pression of 3,, depends on unknown quantities making so impossible its

derivation.

as ,BOpt =

If on the contrary, we minimize the anticipated variance (Isaki & Fuller
1982), ) B R B
min[E¢E,(Toree — Y)? — (B¢Ey(Tarec — Y))?]
we will find the optimal sampling design for the regression estimator, namely

we find p(+) such that E(ns) =n and 7, = Z?:k For such design,

o

2
) _ L)1
E¢Ey(Toree —Y)* ~ N2 n(Z”’f) -2 i
u u

which means that TG rEG reaches the minimum of the Godambi and Joshi
(1965) limit.

The emphasis in this section is on improving estimates in the presence
of auxiliary information by using regression models. In this case, the only
requirement about the auxiliary information is that the population total
must be known. When the value of an auxiliary variable for each unit in the
population is known, more complex models may be used. A model of regres-
sion as studied above will improve our estimate if it reduces its variance.
This is achieved if the population fit residuals Ej = yi — Xi(B are small,
namely that it exists a strong linear relationship between the variable of
interest and the auxiliary variable. On the contrary case, the variance could
be large. This justifies the use of more general models, as the nonparametric
ones. We study in more details this situation in the following.
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1.6 Nonresponse

In the previous sections, we have supposed that all the selected indivi-
duals give an answer to all the items of the questionnaire. This does not
correspond to a real survey, when we are confronted with individuals who
do not give responses to some items or to the entire questionnaire. In these
situations, we have a survey with nonresponse which could happen at a lower
or a larger rate (in the case of more than 40% of nonresponse, it is advisable
to make the survey again).

We start with a definition and classification of nonresponse. Then, we
describe the methods that have been developed to handle such a problem.

1.6.1 Definitions and Notations

We consider the population U = {1,...,k,..., N} from which we select
a sample s, C U, |s,| = ns, according to a known sampling design p,(.) and
we want to make inference upon ¢ variables of study :

ylw"?yja“qu-

We denote by yj; the value of the variable Y; for the k-th unit in the
population. For all & € s,, let y; be the vector of the values of all the
variables Y; , for j = 1,...,q observed for the same individual k :

Y = (ylka"'7yjk7"'7qu)'

At the end of the sample survey, the matrix formed with all vectors yj for
k € sq of ng, x g dimension, is incomplete. The missing values correspond
to the nonresponse of an individual to a certain item. We distinguish two
types of nonresponse :

i. k unit nonresponse when all the components of yj are missing ;
ii. k item nonresponse when not all the components of y; are missing.

Another useful notation is :
r; = {k,k € s, for which exists y;} forall j =1,...,q.

The quantity r;, for j = 1,...,¢q, is called the response set for the variable
Y; and it is formed from those selected individuals who have given a valid
response to the item j.

We must construct an estimate for the total or mean of all );, having
the population U, the sample s, C U and all the response sets, rj. As a
consequence, we must obtain a good estimate for the total of ); based only
on the set of respondents, r;, and not on the whole sample. In the case
of nonresponse, an estimator for the population total is considered only
on the set of respondents and this fact introduces a bias in the estimates,
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called nonresponse bias produces an increase in the variance of the estimates
because the effective size of the sample is reduced. In order to decrease it,
we want to find a method for regain the loss due to the nonresponding
elements. The recovery of the missing values could have been done if we
had known the true responding mechanism, namely how r; is generated.
Because the distribution of nonresponse is unknown, assumptions upon it
are made. The accuracy of the obtained estimator will depend on the validity
of these assumptions, fact that is hard to check because the real distribution
is not known. The main means for reducing both the nonresponse bias and
the variance is the use of the auxiliary information for which the minimum
requirement is that it should be available at least on the sample. Lundstréom
& Sarndal (2002) give methods for choosing the most relevant auxiliary
information.

1.6.2 Methods of Treatment of Nonresponse

Several techniques have been developed to deal with nonresponse. They

consist in a first stage in improving the rate of nonresponse and in a second
stage, in improving the estimator in order to obtain a lower bias. We can use
methods such as callbacks and follow-ups or a better planning in order to
decrease the existing rate of nonresponse. But even after these attempts, we
can not reduce to zero the nonresponse. At this point of a sample survey, no
efforts will be made to reduce the number of nonrespondents but methods for
improving the existing estimates. As we have already mentioned, there are
two types of nonresponse : the unit nonresponse and the item nonresponse.
For the first one, we use the method of reweighting, namely we modify the
weights of the respondents; the item monresponse will be treated by the
imputation method by which the missing values will be replaced by proxy
values.
In the next, only one variable of interest will be considered for which we
want to estimate the population total. In this case, there will be no difference
between the unit nonresponse and the item nonresponse, as a consequence
we can act as if we were confronted with the unit nonresponse. But, when we
have several variables of interest, important decisions must be made about
how the item nonresponse is to be treated.

1.6.3 Error caused by sampling and nonresponse

We consider the case of a single variable of study, ) and we intend to
estimate its population total : t, = Zu Y. Let tnr be an estimator for 1y in
the presence of nonresponse constructed by one of the mentioned methods,
reweighting or imputation and let £ be an estimator for ty based on full
response ; ¢ can be the H-T or GREG estimator. We can write

~ A

tor —ty = (E —ty) + (tnr — 1)
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where the first term on the right side represents the sampling error and the
second the nonresponse error.

A measure of the accuracy of tnr is its mean square error MSE(fnT). To eva-
luate this quantity we need the unknown response mechanism, denoted by
q(r|sq)- As we do not know the ¢(r|s,), we are not able to tell whether the
nonresponse bias By, q(tnr) = Ep, (Eq(tnr|sa) — 1) is zero; E,, (respectively
E,) represents the expectation with respect to p, (respectively the mecha-
nism of response ¢). In practice we make assumptions about ¢, assumptions
sustained by simulation studies. Lundstrom & Sérndal (2002) discuss in
detail these problems. Under the assumption that the nonresponse bias is
negligible, the variance has the expression (Lundstrom & Sérndal 2002)

V(Enr) - ‘/sam + Vm"

where Vg = V), (t) is the sampling variance and V. = EpaVZI(tAm]sa) is the
nonresponse variance. While Vi, is estimated by the classical formula, the
next section gives an estimator for V,,, = E, V, in the case of reweighting
method. This estimator can be used when the imputed estimator coincides
with the reweighting one. As for the other methods of imputation presented
here, a general variance estimator does not exist.

1.6.4 Techniques of Treatment the Unit Nonresponse

As we have mentioned, the unit nonresponse is treated by the reweighting
method. This means that new weights are created, weights which are greater
than the ones that would have been applied in the case of full response.
This is done in order to compensate the lost due to nonresponse. These new
weights can be created by two-phase approach to weighting or by calibration
approach. We present below these approaches.

Two-phase Approach to Weighting

We use two-phase sampling as follows :
— in the first phase, a sample s, C U is selected according to a known
sampling design, pq(.) :

Sa CU,|sq| = ns, with the inclusion probabilities mqk, Taks, & 7 [.

— we consider the respondents set r as a second phase of selection, r C s,
selected according to an unknown sampling pattern g(r|s,).
At this stage of selection, we must build up the response model. It
consists in a set of assumptions upon the unknown response distribution.
We give below the most used response models.

72



Response Homogeneity Group Model

The method can be described as follows : the first-phase sample s, is

split into H,, subgroups, denoted s, of size ngy for h=1,..., Hy,
Hs
Sq = U Sqn; for h=1,... Hg,
h=1
The subsamples s, for h =1,..., Hy, are called the response homogeneity

groups because each s, is formed by all the elements having the same
response probability and elements with different response probabilities are
located in different groups, given s,. More precisely,

i. Pr(k €r|sq) = Tpjs, = Ons, for all k € sap;

ii. Pr(k&l € r|sq) = mpys, = Pr(k € r[sq)Pr(l € r|s,) for k #1 € s,
Let r, be the response subset from s, of size mjy. Then the total set of
respondents r of size m, has the form

Hs, Hs,
r= U ThyTh C Sqn and m, = th.
h=1 h=1

Through this model, data are missing at random within each subgroup s,
conditionally on s, and not within the entire population, as it is the case of
naive model. In the next, let RHG be the abbreviation of response homoge-
neity group model. For the above RHG, the second phase corresponds to a
stratified BE sampling design. If in the second phase, we condition to s, and
to the vector m = (my1, ..., mpy,, ) of the sizes of rj, for h = 1,..., H,, which
are supposed known, then the second phase is a stratified simple sampling
without replacement. Then the probabilities of inclusion of first and second
degree are :

i. Tps,m = Pr(k € 7[sq,m) = ff = % for all k € s,;, and

ii. Thlsem = Pr(k&l € 7|sq, m) = fhmh:ll for all & #£ [ € s, and

Nh
Pr(k&l € r|sq, m) = frfp for k € sqp,l € sqpr and h # b/,
Under the RHG model, we can construct two classes of estimators, whether
we consider or not the auxiliary information.

RHG Model without Auxiliary Information

Results from two-phase sampling can be used and in particular for a
stratified SI in the second phase. We use the same notations for the pro-
bability of inclusions, as in the case of two-phase sampling design, namely
7 ; these quantities are at the same time the new weights attributed to the
values y; considered only on the set of respondents. We have the following
result :
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Result 1.6.1 : Under a« RHG model,

i. the wez’ghtz’ng unbiased estimator for the population total t, = >, yk
1 1
08 Lx = g = whereﬂkf—

- Tak Tk|sq, MM

1. The variance is given by :

Hy
> Yk Wi 21— fn o
V(te) = A E, E S
() =" akt o+ By, m(E L ysah|5>

where 5’2 ., is the variance in sqn of U = ﬁ and Ep, () (respec-

tively Em( )) is the expectation with respect to the samplmg design
(respectively to the distribution of m).

i13. An unbiased estimator for the variance is :

H
K Yk YL ~ —In g2
Syt gl

. 7rkl Tak Tal
where Sg is the variance of Jp = 2~ in 7y,
Th Tak

It can be noticed that the expressions for the variance is a sum of two terms.
The first corresponds to the variance of the 7 estimator in the absence
of nonresponse and the second one is due to the presence of nonresponse,
viewed as a second phase.

RHG with Auxiliary Information

As we have already mentioned, the use of the auxiliary information im-
proves the quality of inference. According to Sarndal et al (1992), this fact
brings two gains :

i. an improved robustness against selection bias when the assumed res-
ponse model is erroneous.

ii. a reduction of variance.

The approach is a two-phase sampling with the generalized regression
estimator as discussed in Sarndal et al (1992) chapter 9. If in one-phase,
auxiliary information is required for the entire population in order to obtain
a predictor for y and to compute the regression estimator, in two-phase we
will need two sets of auxiliary information, one set for all the elements of the
population, called also population level and one set for all the elements of
the first-phase sample, s, called sample level. We develop these statements,
giving the corresponding notations.

Let us consider X, a vector of J auxiliary values, available for all k£ € s,.
These vectors will be used for selection in the second phase. We consider
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that X, contains at the same time the values available for all k£ € U as well
as the values available only for k € s, :

/
Xk = (Xllk’ /Zk)

where X/, is a vector of J; auxiliary values available for k € U and X/, of
J — J1 values available for k € s, only. The vector of auxiliary information,
X}, will be used to get the predicted values 9 from 7 to s, and X is used
to obtain predictions g from s, to U.

Let X% be a Jy vector available for all k£ € U. We use X1 to obtain g
from s, to U.

The vector Xo is a better predictor than X, which is more difficult to
obtain. This fact implies a good choice for X5 at the planning stage, followed
by its observation for the elements from s,.

The Regression Estimator in the Case of Nonresponse

The general theory developed in Sarndal, Swensson & Wretman (1992)
for two-phase sampling coupled with the regression estimator is used. The
objective is to improve the 7* estimator on basis of the auxiliary informa-
tion at the two levels. We have the following expression for the regression
estimator in the presence of nonresponse in the second phase and for general
fixed designs in both phases of sampling :

freg _ Zy1k+zykﬂ 31k+zyk Uk

Sa r

_ Zy1k+z(Zyk—y1k+fhlzyk_yk>

Sah Th

where the regression predictors have the expressions g = Xi(]:’:r for k € sqp,
and 71 = X’lkBlr for £ € U. For the derivation of fmg we need to know
Zsah Xy, for all h and X}, for k € r as well as > ;; X, Zsah X for all h
and Xy for all k£ € r.

The quantity B, is the m*-estimator of the coefficient of regression of
the linear model explaining the variable of interest )) based on the predictor
vector Xy, available only for k € s,. The variance of y;, under such a model is
supposed to be crk It results that B, has the following expression (Sarndal
et al 1992) :

-1 H -1,
» _ XkXi( Xkyk . - 1 Xka 3 1 Xkyk
B (Z: e ) zr: th %: T Tak hz::lfh %: O Tak
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The predictions have the expressions ¢ = Xi(Br for k € s, with the resi-
duals e, = yp — g, for k € r.

The same thing for By,; the model in this case explains ) based on the
predictor vector Xy available for all k € . The variance of yy, is a%k.

-1 H H
- X1k X X = X1k X/ = X
s = (BN) - (Da ) Serke

Th

We will have the predictions 91, = X’lkf’q for £k € U and the residuals
ek =Yg — Y1 for k € r.

We give the following notations before deriving a variance and a variance
estimate for f,¢4 :

i. For k € s4, let B}, =y, — X Bs, be the residuals with

1
XX} Xk Yk

B, = E E .
Sa ( - 2 - U;%Wak

O Tak

ii. kel,let By =y — X}, B1 be the residuals with

B, — (Z X1k2X'1k> - Z Xlgyk‘

U Tk U Tk

Result 1.6.2 I. The regression estimator fTeg 1s approximately unbiased for
the total of Y ;

II. The approximative variance of freg 18 :

FE. E 1—
Vibeg) = 23 2 5 B | 3 o figs |

Tak Tal

where 52 is the variance of £ —k i Sah ;

I A vamance estimate has the expression :

H
Aot €1k €11 fh
ZZ £y ont — S
h=1 h

7' 7Tkl Tak Tal

. . €k .
where S;h is the variance of — in rp,.
Tak
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An alternative expression for the variance estimate can be found if we consi-
der the g-weights.

We can summarize the following conclusions : it is advisable to find a
good model for the response distribution and moreover, the use of auxiliary
information is necessary to improve the results.

Estimation of Response Probabilities

A third approach for treating the nonresponse is the estimation of the
response probabilities, #, by means of a model which uses the auxiliary
information X} known for the entire sample s,. INSEE uses the LOGIT or
PROBIT models for estimating 0y for all k£ € s,.

Calibration Technique for Non-Response

As it was mentioned, a smaller nonresponse bias and smaller variance
due to nonresponse is obtained by using auxiliary information. An example
is the two-phase approach coupled with the regression estimator as propo-
sed by Sarndal, Swensson & Wretman (1992) for modelling the nonresponse.
Another method for using the auxiliary information for improving the es-
timator is the calibration technique. We can have the standard calibration
technique developed by Deville & Sérndal (1992) and modified properly in
the case of nonresponse by Lundstréom (1997) and Lundstrom & Sérndal
(2002). We can also use the generalised calibration technique (Deville 1999).
We presented these methods in section 4.

The general calibration technique applied to nonresponse

We want to estimate the total of the population, ¢, = >, yx, in the
presence of auxiliary information, X7, ..., &y, searching a set {wy,k € s,}
that are as close as possible, in a sense of a distance function, to the design

1
weights dp = —. In the presence of nonresponse, we have only the respon-
s

ak
dents set so that all the sums will be considered on r, the set of respondents :
we know {dj,k € r} and we intend to derive {wy, k € r}. The calibration
estimator fyw is done by the expression :

7§yw = Z WYk
r

where {wy, for k € r} is the set of the calibration weights, determined from
the calibration equations :
= (C1) Yo, wixk = ), dpxk if xi is known for all k € s,, but we do
not know the total ), xk.
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- (C2) Y, wpxk = Y Xk = t, if we know t, = >, xK and xy for all

k € sq4.
where xx = (zk1, ..., Tk) for all £ € U. The distance function to be mini-
mized is
Z (wy, — d,)?
dqr

r

where ¢, are specified positive factors which make the approach more flexible.
We have the following result :

Result 1.6.3 (Lundstrém & Sdarndal 1999) : If we know t; and Xy is known
for allk € sq, then minimizing the above distance function under the constraint
(C2) leads to the following calibration estimator

tAyw = Z deUkyk with
T

vor =1+ a()_xic— Y dxi)' O degexacxi’) 'xi for ke
Uu r T

If we are in the second situation, (C1), then fyw 1s obtained by replacing
> Xk with Y dpxy in the expression of vyyg.

They give at the same time the expressions for the variance and for a variance
estimator.

The generalised calibration technique applied to nonresponse

The approach by generalized calibration is a little different but leads to
the same results in particular situations. As it was mentioned in the first
part, in the case of a survey sampling with nonresponse, we have the unk-
nown response mechanism ¢(r|s,) which generates the set of respondents r,
given the sample s,. The calibration technique will be used for estimating
the unknown parameters of the response-model.

The response mechanism is modelled as a sampling design q(r, 8|s,)
giving the probability to obtain r given s,. B is an unknown parameter
from R?. We have from the model the first-order inclusion probabilities
T = Fy 1(B) and eventually the ones of second order. For estimating (3
we use the generalized calibration technique. More precisely, we have the
estimating equations :

Z Fk(ﬁ)xk = tx
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which can be written as equations of calibration in the following way :

> F(Bo)xiGr(A) =t

F, A
F1.(Bo)

Moreover, G(A) are the calibrated functions and because of the fact that
Fy(By) = dj under the model the above equations are the calibrated equa-
tions. From the generalized calibration theory, we can take Gi(X\) = 1+2z A
where zp = gradGy(0) are the instrumental variables which explain the
nonresponse and known only on the respondents subset. We obtain the ca-
libration equations :

where (3, is the true value of B and Gg(A) =

> F(Bo)rr(l+ z4A) =t,
T
which give the expression for A and the calibration estimator

Z Fi(Bo)yr(1 + 24 A) = .

The variance and the variance estimation can be calculated with the resi-
dual technique. The variance of the calibration estimator is approximately
equivalent to the variance of the regression estimator :

w) =V (Z Fk(/@o)Ek> ZZAklf:fll

with the residuals E, = y, — B’x; and B is the solution of the normal

equations Y zx(yx — x}.8) = 0.
According to the same reason, the variance estimate has the expression :

V(tyw) =V (ZFkﬁo ) ZZAMZZ

with the residuals e = yp — B/ x;, for B the solution of the normal equations
> Fi(Bo)zi(yi — x3,8) = 0.

The instrumental variables z, are observed only on the set of respon-
dents and they are introduced for reducing the non-response bias, while xy,
reduce the variance. We obtain in this way a reduction of the non-response
bias and of the variance at the same time.

If the variables z; are of the form ¢ixj, then we obtain the calibration
estimator ¢, derived by Lundstrom (1997) described above. In this case,
the variance and the variance estimate can be obtained by replacing in the
corresponding formulas from above zy with gpxy.
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1.6.5 Imputation Technique for Treating the Item Non-Response

In this case, proxy values, called imputed values, are created for the
missing yr. An imputed value is in some sense an estimated value carried out
by a given imputation method rather than an observed one. This approach
seems to be a better method for the treatment the nonresponse in the case
when we have g variables of study and the weighting technique becomes more
complicated for the following reasons :

i. if we apply for each variable of study the RHG model, we will obtain
different groups from a variable to another, which entails different
weights.

ii. in the case of construction of the cross-tables or the multivariate dis-
tributions, the procedure is difficult to apply;

ili. we can be led to erroneous estimates ;

As a consequence of these drawbacks, the imputation technique is ad-
visable. It is more convenient to fill up the missing values from the matrix
(Yk)kes, and after that, to use the new constructed matrix for evaluating the
totals of y;, for j = 1, ¢ taking as true the imputed values. The accuracy of
results will depend on the chosen method of imputation in the sense that the
bias and the additional variance would be minimum. The main techniques
of imputation are :

i. Quwerall Mean Imputation : the same value, the mean of the respondents
values, is imputed for all missing responses.

ii. Class Mean imputation : all missing values from the same class are
imputed with the mean of the respondents’ values found in the corres-
ponding class ; using auxiliary information, each class is built up from
elements that can be considered similar ;

iii. Hold-Deck and Cold-Deck : in hold-deck imputation, the missing res-
ponses are imputed with respondents’ values, values recorded during
the current survey while the cold-deck procedure supposes to impute
with values from earlier surveys;

iv. Regression Imputation : in this case, the respondents are used to fit
a regression of a variable, for which we need an imputation, on other
variables assumed to have high predicted values. The predictors can be
either study variables or auxiliary variables and the fitted regression
equation is used to perform imputation.

v. Multiple Imputations : this technique was introduced by Rubin (1987)
and it consists in replacing each missing response with several values,
say m.

Variance estimation in the presence of imputation is a complex statistical
problem.

80



1.6.6 The Evaluation of Variance in the Presence of Nonres-
ponse by POULPE

The first version of Poulpe treats only the unit nonresponse. The me-
chanism consists in modelling the response distribution, doubled by a sup-
plementary phase of sampling.

The response probabilities, 7y, are approximated by a function G(xy.c)
where xj is a vector of auxiliary information. In general a model LOGIT
is used; 7y, are estimated by G(x}.¢) where ¢ is a convergent estimate
for c¢. The variance is estimated by Poulpe applying the mechanism of two-
phase sampling with a Poisson schema in the second phase , mechanism
implemented in Poulpe.

In the case of RHG model and the second phase a stratified simple sam-
pling without replacement, Poulpe will apply the mechanism of two-phases
with in the second phase a stratified simple sampling without replacement
where the response probabilities my s, are replaced with 7, .

1
A third possibility is the transformation by CALMAR of the — =
Tk
1
7Tzzlcﬁ'k\sa
treatment of nonresponse because CALMAR confers the new weights after
the nonresponse was already treated. Improvement of existing nonresponse
1
can be made directly by CALMAR by changing the weights — in wy. This

Tak
fact achieves at the same time a correction of nonresponse and a reduction

of bias.
The new version, CALMAR 2, treats the generalised calibration method for
nonresponse.

in wy, the calibration weights, which corresponds to an explicit

In the case of a sampling design made in two-phases, the existence of
nonresponse entails the introduction of a supplementary phase of sampling,
so it results a three-phase design ; in this situation, the formulas from three-
phase sampling with stratified simple sampling without replacement in the
second phase are applied. These procedures are implemented in Poulpe with
the difference that the response probabilities are estimated.

1.7 Repeated surveys

In this section, we intend to introduce the notion of time in survey sam-
pling and to give a summary description of the main procedures that are
proposed in the literature.

The evolution in time of some social indicators (the number of unem-
ployed persons during one year) needs a special technique of sampling survey.
The classical methods used until now are no longer satisfactory because they
only give us the state of the population at a specific moment of time and
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do not take into account the temporal correlations. Nevertheless, the objec-
tive is to make inference on a population which changes in time in order to
obtain estimates of parameters of interest and of their evolution in time.

When the statistician has to build a survey sampling that takes place
not only at a single moment of time, but during a sequence of successive
occasions in time, several questions arise : how the sample must be chosen
at every occasion ? Do we have to keep the entire sample at each date or not
and if not, what proportion do we replace with the new elements ? At what
interval of time do we realise the sample selections 7 How could be taken into
account the deaths, births during a sample survey as well as the existence
of the non-response? These are the difficulties arisen from the temporal
component and which make more difficult the burden of the statistician
who must choose the way of realizing the survey as a compromise between
all the practical necessities and the existing theoretical frame.

The chapter ”Sampling on two occasions” of the reference book Cochran
(1977) gives the most important ideas concerning the repeated sampling and
points out the contradiction between the estimation of the level and of the
evolution, the use of regression technique, the derivation of the optimal
overlapping rate. A more thorough discussion is found in Kish (1965) where
diverse rotation schemes are studied in details in connection with a large
range of estimation problems; we add Tam (1984), also. Though, all these
studies are done for the simple random sampling without replacement. The
study of more general sampling designs is made by Sérndal et al. (1992),
Hidiroglu (2001). Duncan & Kalton (1987) make a list of the most important
objective to be accomplished :

(a) the estimation of the characteristic of interest at different occasions;;
for instance the proportion of unemployed persons from the total po-
pulation ;

(b) the estimation of the mean of the characteristic at different occa-
sions, such as the mean of the unemployed persons during one year ;

(c) the estimation of the evolution during two occasions, successive or
not ;

(d) the measure of certain components of evolution : the transitions bet-
ween the different activities, the individuals evolutions, the individuals
instability ;

(e) the estimation of the mean of the individual indicators ;

(f) the measure of frequencies and duration of certain activities;

(g) gathering informations upon certain rare groups of population.

As a consequence of the above objectives, Duncan & Kalton (1987) classify
the sampling surveys over time as follows :

— the repeating surveys on different samples ;

— the survey by panel ;

— the sampling " partage” ;

— and the rotation sampling at one or several levels.
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We present briefly each of them, specifying the particular elements and which
of the above objectives are accomplished by each type of these surveys.

Repeating survey sampling on distinct samples

We are confronted with a sequence of sampling surveys realized at the
same time, but each selected element is questioned only once. This method
is applied in most of the cases on the households surveys realised by Insee.
With this method, the objectives a), b), ¢), g) are fulfilled.

Panel

We deal with the opposite of the above schema ; in this case, a fixed
number of individuals are selected and for a period and a frequency esta-
blished in function of the objectives, we gather information from the same
chosen persons ; d) is successfully accomplished, as well as e) ; a) and b) are
less satisfied and c) is better accomplished than in the above model; An
example is the european panel realized in all the countries of the European
Union since 1994 and until 2002.

Sample ”partage”

This method is proposed by Kish and it consists in combining the two
above methods, namely the sample is made of two subsamples, one of them
is a panel and the other subsample is new at each moment of time. In this
way, the advantages of both selections are combined and at the same time,
the main drawbacks are overcome.

Rotation Sampling

In this case, an individual belongs to the sample for a limited period
of time, period which is determined by the type of the chosen schema of
rotation sampling. In fact, there are three types : one-level rotation, half-
level and the most general, n-level rotation sampling. The principal feature
of such a survey is that at all moments of time, the sample has common
elements with the past and the future samples. The problem of matching
two samples depends on the kind of rotation.

i. In one-level rotation sampling, at each moment of time ¢, the sample
can be divided in one part common with the sample from the (t—1)-th
occasion and new one. The common elements are interviewed again at
the t-th occasion. The size of the sample as well as the proportion of
common individuals, are fixed and independent of time.

ii. The method consists in interviewing a part of the sample for p times,
then leaving out for ¢ times and interviewing again for p times. This
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schema was treated by Rao & Graham (1964). It is applied in the case
of ”Current Population Survey” made by the ”Bureau of the Census”
when a (4, 8) schema of rotation is adopted.

iii. The "n-level” rotation schema consists in considering a new sample
at each moment of time ¢ and for all the individuals in the sample,
the information relative to the moment ¢ — 1 and ¢ are recorded. The
generalization of this survey comes from the fact that each time not
only the information from the present occasion is recorded but also
the one relative to the past.

The technique of rotation sampling accomplishes the objectives a), b)
and c¢). Caron & Ravalet (2000) overline the advantages of this kind of selec-
tion. As they mentioned, this schema, doubled by the use of the appropriate
estimators, can improve the estimate for the level and with a cheaper cost
for the sampling survey. The points d) and e) from the list of objectives are
better realized than in the case of a panel, even if these are not the principal
objectives of the rotation schema.

This particular sampling design is applied in the surveys realized by Sta-
tistics Canada for employment ; in this case, each sample element is questio-
ned during six successive periods. In the case of the French survey, a third
of the sample is replaced every year.

1.7.1 Notations and assumptions

We consider the same population U = {u1,...,uy} consisting of N ele-
ments and ) the variable of interest. We introduce a new notation that
specify the fact that the value y; of the variable ) for the i-th element of
the population was recorded at the t-th occasion. Let y;; be the value of
the variable of interest for the i-th individual, at the moment of time t. An
example of such a variable )) whose evolution in time is requested, could
be the inclusion of the i-th individual in one of the groups of activities :
employment, unemployment or inactivity. Let ; be the mean of the popu-

lation at the moment ¢, 6; = N Z Yit; for the above example, 0; represents
€U

the proportion of each category in the total population. We will note by

As6; the evolution of the mean 6; between the moments (£ — s) and ¢, then

Al = 0; — 0, and by S; the empirical variance of the variable ) within

the population :
N

We make the assumptions :

i. The population I/ is stationary in time, namely that it is composed of
the same N elements at all moments of time ¢ the survey is accom-
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plished. Under such assumptions, the births, deaths and even nonres-
ponse are not considered. The case of a non-stationary population was
considered by Holt and Skinner (1989).

ii. The quantities Sy , for all ¢, are assumed to be independent of time,
namely :

S? = 52 for all t.

The same assumption is made for the covariance :

Cov (yt;ytfk) = Pk52

where py is the correlation, depending only on k, the interval of time
between two occasions. For the moment, no assumptions are made on
the structure of the correlation. Lee (1990) defines three kinds of cor-
relations in the case of a panel.

iii. The size of population is considered to be large enough so that the
correlation between y;; and y;¢, the values of the variable of interest
for the i-th and j-th individuals registred at the same occasion of time,
t can be zero. It results then :

Cov (Yit,yj¢) =0 and all ¢,4, j.

Under these general conditions, we have the population U, a sequence
of occasions represented as (0,...,t — 1,¢) where by 0 is meant the first
occurrence of the survey and by ¢ the most recent one. Let consider a sample
pattern, p, consisting of a set of samples s, where

s = {yi+ the value of the i-th individual selected in the sample at the moment t}.

Eckler (1955) compares this structure to an incomplete matrix with ”m”
columns and as many rows as there are distinct elements in U. The sample
pattern will be specified later.

At this point of discussion, we need to specify the quantities which must
be estimated, the method of estimation adopted and the chosen estimator.
In most of the surveys on repeated occasions, it is intended to estimate the
sequence {6;} of the mean of a certain parameter of the population, or the
evolution {A6;}.

Two methods of estimation exist : the classical method and the temporal
one. The first one considers the sequence {6;} unknown and fixed in time,
namely non random and without any link between the successive values. In
this frame, a structure of correlation unifies the y;; and allows to build an
optimal estimator based on the present and past information ; the first re-
sults are obtained by Patterson (1950), Eckler (1955), Rao & Graham (1964)
and they are extended in the case of a multi-stage design by Singh (1968).
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On the contrary, the second method considers the parameters 6; to be
random and as a result their evolution can be described by means of a
stochastic model

Yyt =0y + e

where e; is the error of estimation such that 8; and e; are not correlated.
Based on the model, it is then possible to derive an estimator of the 6,11 by
representing 6; as a time series, possibly non-stationary. More exactly, the
estimation problem is equivalent to a signal extraction in the presence of
noise. This frame was considered for the first time by Scott & Smith (1974)
and continued by Scott, Smith & Jones (1977). More recent works are Tam
(1987), Binder & Dick (1989), Bell & Hillmer (1990).

In the following, we will consider the first approach.

The choice of an estimator is imposed and encumbered by several factors.
The method of estimation being chosen, the choice of the estimator will
depend on the different types of surveys on repeated occasions and on the
quantities which are to be estimated ( the mean or the evolution ). We must
overline the following reality : the quantity to estimate decides in a way the
type of sampling to choose ; as an example, if we want to estimate the mean
over several periods, it is advisable to select different individuals at succes-
sive occasions, but if we want to estimate the evolution, then it is better
to preserve the entire sample all the time. It remains for the statistician
to choose a sampling design which does a compromise between all these.
In comparison with the other designs, the rotation sampling accomplishes
the most of the requests. We mention two practical methods for controlling
overlaps between different samples : permanent random numbers and col-
located random number (Nordberg 2000 ; Ernst, Valliant & Casady 2000).
The techniques can be used for overlap control between samples for the same
survey selected at different time periods or between different surveys at the
same period of time. Besides, these methods of sampling have the attractive
property of covering the deaths and births units.

1.7.2 One-level Rotation Sampling

Under the general framework presented above, we will try to develop the
estimators and the corresponding formulas for the variance.

First, we introduce the specific notations : the exponent "nc” is the
abbreviation for ”"non-common” and it is used every time we refer to the
new sampled individuals at the ¢ occasion and the symbol ”¢” for the sample
elements present both at the (¢ — 1)-th and t¢-th occasions. From the n
individuals sampled at the t-th occasion, a proportion un will be replaced
at the next moment of time. We specify that u is independent of time.

It is intended to estimate the following parameters of interest :
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i. the mean 6; during the sequence (0,...,t — 1,t);
ii. the evolution of #; between two periods of time, successive or not.

For the next, it remains to specify the method used for sampling the
future interviewed persons for each occasion and also, the estimator which
is to be used. Caron & Ravalet (2000), Eckler (1955), Patterson (1950) and
others consider the same sampling schema, that of simple sampling without
replacement at all occasions in the case of single-stage. The case of two or
three stage designs was considered by Singh (1968).

The one-level rotation sampling is performed as follows :
— At the (¢ — 1)-th occasion, a sample s of size n is extracted from U,

sCU,|s|=n

by simple sampling without replacement and information is gathered
from all the elements of s.
— A subsample s, is considered from s of size n. by the same design,

Se C 8, |S¢| = ne.

— This sample, s, will be considered at the next occasion, when the
rest of the sample, namely s,. of size n,. = n — n, elements, will
be obtained from the remaining elements & — s by simple sampling
without replacement

Sne CU — s; |5nc’ = Npe-

— At the t-th occasion, both the elements from s, and the ones from s,,.
are interviewed.The estimators are constructed upon these elements.
— We note with k£ the ratio of the not-common elements in the whole

sample, namely : "
f— _me.

)
n

k is called the changing rate.
In the literature, several estimators were proposed.

The natural estimate for the mean

Caron & Ravalet (2000) proposed the natural estimator for the mean and
for the evolution between (¢ — 1) and ¢. The approach is based on the ele-
mentary estimators proposed by Gurney & Daly, but under supplementary
conditions which allow the estimators to be unbiased. The results are below :

Result 1.7.1 : Suppose that the elementary estimators are unbiased and

1 1
that y¢ and y7¢ are independent, yi = — yir and yp¢ = Yit-

Then for simple random sampling without replacement :
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— an unbiased estimator for 0y is the empirical mean vy, :
00 = (1= k)y; + ki
The variance is independent of the rotation design and is given by
. S2
v (et) S
n
if we neglect the correction term for finite population.

— An unbiased estimator for the evolution A8y is the difference of the
corresponding estimators fort —1 and t :

Abi1y =Y — Y1
with the corresponding variance formula :

v (R0) =20 - p1— 1) >

The estimate of the evolution based on the common sample

For the estimation of Af;, Caron & Ravalet (2000) give an alternative es-
timate which only uses the information from the common elements between
thet—1and?:

Result 1.7.2 : An alternative estimate for the evolution is :

— e 1
Aby2) =V — Y1 = - > Wik = vis-1)

with

Caron & Ravalet (2000) propose the variance estimate for @(2) :

— 1
Var (i) = D) Z(z _7)2

where z; = y;1 — y;t—1 for all i € s.

Comparison between Z\Gt(l) and @(2)
Let us consider the ratio of the variances of the two estimators :

@(2) 1—p

@(1) (1_k) (l—p(l—k))'
We have the following situations :
— for k fixed, then Af; ) is more efficient if p > ﬁ ;
— for p < %, @(1) is better than Z\Ht@).
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Best linear unbiased variance estimator

Gurney & Daly (1965) give the best linear unbiased variance estimator
on the base of the elementary estimators. Gourieroux & Roy (1978) and
Caron & Ravalet (2000) obtain the same result, but through a different way,
namely by using the Gauss-Markov theorem.

Suppose we have the following linear model :

Y=X0O+e
where © = (01, ...,60;)" is the vector of the mean of the variable of interest )
considered at the sequence of time (1,...,t); Y = (7, ...,7,) is the vector of

the empirical mean of ) considered at the same occasions; X is a vector of 0
and 1; e is the vector of the errors due to the sampling with the properties :

E(e) =0;E(ee/) = Q

where ) is the variance-covariance matrix. In the case of one-level rotation
sampling and simple sampling without replacement for both periods, the
model can be written as follows :

Uiy 10 €1
iy o)
yre 0 1 02 epe
u 0 1 ey’

The variance-covariance matrix of the sampling errors has the following
form :

E(ee)) =Q =57

o o oF
koo
of~o o
Fhofk o

In these conditions, the Gauss-Markov theorem ensures the existence of
the best linear unbiased estimator for © and it can be written as :

6= (x'0'x)" X'y

with the variance : )
V(©) = (X' 'x)".

We obtain in our case, the best linear unbiased estimator for 6;_1 and 6; :

. 1—k k(1 — k)
t — _ _ P _ _
0,7 =i + 1*77432/)2(%71 -7+ m(y?c —75)
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pk(1 — k) 1—k

ot _ B o B
0" = m(yil -5 + 1—7/?202(% —U) +y°
with the following expression for the variance :
. . S? 1 — kp?
¢ ¢
V(effﬁ = V(pr )= ?1—71#;)2

The Gauss-Markov theorem gives also an estimator for all linear combina-
tions of © as a linear combination of the best linear unbiased estimator of
O, so we can derive the expression of such an estimator for the evolution of
0; and for its variance :

1—k

o e e
AP =0 =0 =T = T+ g B T T -5

V(G -y =2—

A few remarks can be made :
i. The value of k for which the variance is minimum is :
1—+/1-p2
Eopt = 72p for p # 0.
p
When p = 0, we obtain V(éfftl) = V(P = %2 This value is inde-
pendent of the plan of rotation sampling.
ii. For k =0 or k = 1, the natural estimator is obtained :
ot
975051 =i

Hopt e

t =Y
for k=0 and R
07 =7
é?pt _ gzw
for k = 1.

iii. When the aim is to estimate the evolution, it is advisable to keep the
whole sample if p > 0 and to change it entirely, if p < 0.

The composite estimators

As an alternative to the best linear unbiased estimator, the composite
estimator was proposed, applied especially in the case of the multi-stage de-
signs and complex survey sampling. The principle of deriving this estimator
consists in improving the estimator which only uses the current information
with the help of the correlations between the observations belonging to the
common sample. In the case of the estimation of the evolution, we have two
possibilities :
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— we construct a composite estimator for each period in part and after
that we take the difference of them or
— a composite estimator is built up directly for the two levels.
In the next, we consider separately each of the two proposed estimators and
then we make a comparison.

The composite estimator of the level

For the composite estimator of the level, the natural estimator for the
uncommon part is combined with the estimator proposed by Jensen (1942)
for the common part. The estimator proposed by Jensen (1942) is obtained
as a regression of y; over y;_1, using as auxiliary information the one gathered
from the common elements :

—reg _

Yie =Y; + 01 — Yi—1)

where b is the linear regression coeflicient of 4; over y;—1 with the expression :

b— > Wit = Y)Wit—1 — Yi—1)
YouWit—1 —Tp—1)?

which is estimated in the common sample s. by :

>os. Wit — U5 Yii—1 — U5 1)
P Wip-1 =¥ q)?

It can be observed that the above expression corresponds to the one of the
correlation coefficient, p. The variance of 7; is given by :

S

~ (1 _ p2)52 SQ

V() = ———"—+p"—

c n
We can give now the expression of the composite estimator of 8; for one
level as a combination of the regression estimator on the common part and

the empirical mean on the uncommon part ; we use the notation yj.
Ui = (L= o)y + o1

where ¢ is a coefficient between 0 and 1. We develop the expression of the
variance of y}; because of the independence of ¢ and @2? it results :

(1 =)V @) + oV (71)
_ ¥ ((1 —0)  F0=p) +¢2p2)

V(@)

n k 1—-k

We consider k and p fixed and we make the discussion in function of the
possible values of ¢. In order to evaluate the efficiency of this new estimator,
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we will compare it with the natural estimator ; we take the ratio of the two

variances : - ) ) )
V(i) _ (1-9) +¢ (1-p%) +¢2p2
V() k 1—k
. . e 1—k
This ratio will be inferior to 1 for ¢ € [¢p1,p2] where ¢ = T 7 and
P
1 —
P9 = T Secondly, we search the value of ¢ which gives the optimal
—kp

value of the variance. It can be observed that 7 is expressed as a linear
combination of the independent estimators 7; and 77 which are unbiased
for ;. Then the best combination is obtained for ¢ taking the value
V(i)

Gopt = — —Tegy *
g V(ype) + V(yt,cg)

If we replace the corresponding values for the variances, we get the following
expression for ¢qpt

1—k
1 — k2 P2
The obtained value accomplishes the request ¢ € [¢1,¢p2]. Now, we can
calculate the optimal composite estimator 7; as well as its variance :

¢opt =

—x 1-k —nc 1-k —C — —c
Uy = <1 - 1_kgpg> Uy + TR (Ui + 0¥, — V%))

. 5% 11— k:p2
Vopt (Uz) = Ry
The optimal number of the common elements, k, can be derived from

the condition that
3‘/0}315

ok
1—+/1—p

_ 2
The optimal value of k£ is —a and then the optimal variance is :

=0

. . SQ ,02
min k"/opt(yt) — ?1_71_/)2

The composite estimators for the evolution

B.1. The estimator considering the difference between the compo-
site estimators of two successive levels

We are not able to construct a composite estimator for the (¢t — 1)-th
occasion (unless we take information from the ¢-th occasion), so we take the
estimator 7,_; and for the ¢-th one, the corresponding composite estimator,
7;. Then the estimator for the evolution Af =6, — 6;_; is :

A0 =T =Y =(1— O+ ¢ [U5 + 01 — Vi_1)] — Vi
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The variance for ¢ = gyt = ﬁ and b = p has the form :

52

V(&G = |1+ (1= kp* —2(1 - k)p)

1
=727
B.2. The direct composite estimator

Caron & Ravalet (2000) propose as direct composite estimator, the one
which combines the estimator for the evolution based on the common part
of the two samples with the corresponding one for the uncommon part. It
results :

Ny = ¢ (55 —F5_1) + (1 — 6) (77 — 7<)

with ¢ € (0,1). As in the previous cases, we are interested in finding the
value of ¢ and eventually, of k and p, that makes optimal the survey design.
Based on the same reason as above, the best value for ¢ is

Vn C

P ot Ve

where, for simplicity, we have denoted by V., =V (@‘f — yg_l) and similarly,
Ve =V (y;w —yﬁfl). As we deal with simple random sampling without
replacement, we obtain :

82
Vie = 2—
kn
S21—p
Ve=222—F
nl-—k
1-k
It results then ¢, = 1_7@ and
% 1-k —c¢ - 1—k —nc —nc
Ayort =14, (W —wi) + <1 T kp) (WP —vi%y) (1.2)

with the corresponding optimal variance :

S21—p

It is of interest to compare S@;Opt with the previous estimators; let us
consider the following ratios :
i. between @;,opt and the natural estimator of evolution, 3\01 =7, —
Y1+
Vopt (B0,) _ L—p
V(AG) 1= pll—kp(1—Fk)]

< 1.
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ii. between &9;01)15 and the estimator of the evolution constructed only

on the common part of the sample 5\92 =Y —Yi_:

Vopt(@;) _ 1—k

— = < 1.
V(AOQ) 1- k‘p

So, the direct composite estimator is more efficient. We can notice that the
—~ % ~
ABy ,y is the same AG;P.

Patterson’s Estimator

Under the general frame used until now, we add the following supplemen-
tary conditions imposed by Patterson (1950). We suppose that the empirical
variance is stationary and that the covariance between the periods t and t—s
is as follows

p(yt—37yt> = p°.

The goal of Patterson’s paper is to obtain the estimates of minimum
variance of the mean 6;, assuming that one is restricted to the class of linear
unbiased estimates. The method of sampling is one-level rotation sampling
with n elements sampled at each occasion, from which An common elements
and un are replaced each time. Patterson (1950) gives a necessary and suf-
ficient condition for a linear unbiased estimator to have minimum variance.

Patterson (1950) derives the estimator of minimum variance for one level
rotation. It is denoted by 7% and

gL = (1— ) [75 + p(TEY —Ti1)] + o7

where ; satisfies the relation :

02 1 _:02 —Pa
(1—1) (An) + p? Var (7.%)

_ o102
=

Patterson calculates the form of the variance of 77{* and he shows that the
sequence ; converges to a value ¢ which is reached rapidly and as a result
¢ can be replaced by ¢ after the second occasion.

Result 1.7.3 i Var (gf) = ‘p;—;'f.

1. The sequence py is convergent.
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The Patterson’s estimate for the evolution

i. The evolution between two successive occasions

ii.

In the case of estimation the evolution of the mean between two suc-
cessive periods, Patterson (1950) proposes to calculate separately the
estimator for each period and then to take the difference of them. Let

yf @ and 7™ be the corresponding Patterson’s estimator for ¢ — 1,¢
levels ; then yP at yf @ will be the estimator for the evolution.

Evaluation of the variance

We need the formula for the covariance between 7% and 7%

Cov (T 71 %) = p(1—) Cov (T4 71.%)
_ /0(1 - (Pt)‘Pt—IU
n

We have then the variance formula :

2
Var (7" —g{) = o — [t + @11 —2p(1 — 1) pr-1]

and if we replace all ; by the common value, ¢, we get the simpler
value for the variance :

Var ( —Pat —iiat) 2900-

[1—p(1—¢)]

The evolution between not-successive occasions

Patterson (1950) gives an estimator in the case of the evolution bet-
ween two periods, separated by an interval of s periods as the difference
between 71 and 7% the corresponding level estimators at ¢ — s, t-th
occasions. We are interested in calculating the variance of the estima-
tor for the evolution. As in the case of two successive occasions, we
need the covariance.

Cov (77 " 51%) = p(L—¢r) Cov (72714
_ Pr—s(1 = @r—sy1) ... (1 = 1) p°c”
un

where 779 is based on information from the first ¢ — s occasions only ;
if we suppose that ¢ — s is large enough to put ¢;_s = ¢, the covariance
and variance are given by

1— S S 42
COV ( Pat7ytPa;€) — 90( 90) po
un
92 2
Var (7 — 5P = 71— p*(1 - o)’

un
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The estimator of the mean from a past occasion as a function of
the whole sequence of occasions

We can use the t-th occasion to improve the estimate at the ¢ — 1-th
occasion. The proposed estimator has the form

—P —P P _
U =10 = pora (UL —77)

with the variance

2
Pt—10

un

Var (774 ,) = [1 - p*er-1] (1 — 1)

It can be observed that this estimator has a smaller variance than 7} .

Also, the estimator for the evolution is constructed as follows

—P —P 7P 7 I
grt =gl = (L4 por-1)Ts ™ = por1Tr — 7L

Patterson generalizes this by obtaining an estimator for the (¢ — k)-th level
when there are ¢ levels in total.

1.7.3 The Variance Estimation

In this framework, the calculation of the variance is always almost im-
possible. Caron & Ravalet (2000) enumerate the existing possibilities for
evaluating the variance estimator :

i. It exists a software capable to calculate the variance of the total of a
variable. As for the estimator of the evolution, as it has already been
specified, the variance estimator is obtained by considering the new
variable z; = y;; — y;—1 for all the individuals from the population
and by calculating the variance estimation for the total of the new
variable z;.

ii. No software is available. We are confronted with this problem in the
case of a complex survey and the solution is the same as in the case
of a survey which does not depend on time, namely to reduce to the
case of a simple survey in which we know how to calculate the variance
estimation. This is achieved by means of the ”design effect”, noted as
deff, when we have its value or its estimation. The general formula is

V(D)
= T

where V(T) is the variance of the estimator for the total of ¥ when

it was used any survey design and Vi, (Tsyr) in the case of simple
sampling without replacement.
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Knowing an estimator for Vg, (Tsy,) and deff or @f , we deduce an esti-
mator for V(T') as

V(T) = @szr (Tswr)

It can be deduced in this way, the variance estimator for all the survey
designs considered until now.
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Chapitre 2

Variance et estimation de la
variance pour des
statistiques complexes dans
le cas de deux échantillons

2.1 Introduction

Le probleme de I’estimation d’une combinaison linéaire de totaux quand
I'information provient de plusieurs échantillons apparait dans beaucoup de
situations pratiques. L’exemple le plus naturel est celui ot deux échantillons
correspondent a des sondages effectués a des instants différents du temps. On
obtient ce que dans la littérature on appelle des enquétes répétées. 1l existe
des situations plus générales, comme celle de I'estimation d’une statistique
complexe telle que le ratio par exemple, en présence de nonréponse. Si pour
le premier exemple on trouve une biblioghaphie assez riche (voir chapitre
1) bien qu’en général, les résultats soient obtenus dans des situations plutot
particulieres (des plans simples sont utilisés pour les deux époques), peu
de travaux sont consacrés a l’estimation d’un ratio ou chaque variable est
observée sur un échantillon différent.

Nous voulons donner dans la suite une étude générale de ce probleme ”a
deux échantillons” qui puisse s’appliquer en particulier aux deux situations
présentées ci-dessus.

L’idée de considérer un plan multidimensionnel apparait dans la coordina-
tion d’échantillons. Pour traiter cela, Cotton & Hesse (1992) et Salamin
(2002) définissent un plan multidimensionnel et les probabilités d’inclusion
correspondantes. Cotton & Hesse (1992) donnent des exemples de plans mul-
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tidimensionnels usuels.

En s’appuyant sur les travaux cités précédemment, nous étudions l’es-
timation d’un parametre d’intérét qui dépend, via une fonction linéaire ou
non, de variables d’intérét qui sont mesurées sur des échantillons différents.
Notre analyse porte plus particulierement sur le cas bidimensionnel. Nous
proposons des estimateurs de type Horvitz-Thompson sur deux échantillons.
Un estimateur linéaire pondéré et sans biais est construit pour une combi-
naison linéaire de totaux. On donne ensuite une formule de type Horvitz-
Thompson pour la variance et son estimateur. Une des difficultés provient
du fait que dans le cas de deux échantillons il existe une infinité d’es-
timateurs sans biais, ce qui n’est pas le cas pour un unique échantillon.
Nous déterminons celui dont la variance est minimale sous des conditions
générales. Le nombre de parametres qui caractérisent les poids est pro-
portionnel a la taille de la population ce qui rend impossible leur cal-
cul en général. Nous proposons donc des reparamétrisations qui réduisent
considérablement ce nombre de parametres et qui correspondent a des situa-
tions pratiques de stratification de la population. Sous ces conditions et sous
les plans usuels nous obtenons les meilleurs estimateurs linéaires sans biais.
Enfin, nous étudions le probleme des statistiques complexes, non linéaires,
en utilisant la technique de linéarisation par la fonction d’influence.

2.2 Probleme a deux échantillons

2.2.1 Le plan de sondage multidimendionnel

Nous considérons une population finie U; indexée par t, élément de 'en-
semble fini 7 = {1,...,¢,...,T}. On commence notre étude par la situation
la plus simple quand la population U; reste inchangée au passage d’un ins-
tant a l'autre, c’est a dire Uy = U pour tous ¢t € 7 avecd = {1,...,k,...,N}
une population finie de taille N. Alors, la population cible est @7l = UT.

Définition 2.2.1 : Tout sous ensemble dans UL sera nommé échantillon
multidimensionnel ou échantillon T-dimensionnel.

L’ensemble de tous les échantillons T-dimensionnels est noté S et il est donné
par

S = {s=(s1,.-+81,---,57) C[PU)",ss CPU),t € T}. (2.1)
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Chaque élément de S peut étre considéré comme la réalisation d’une variable
aléatoire multidimensionnelle S = (S1,...,S7)

S : (®9Q,8K,P)— (S, [PU)T)
S(w)=s€S8

ou P est une probabilité sur un espace mesurable quelconque (®€2, RK).

Définition 2.2.2 : Un plan de sondage T-dimensionnel p(s) est la proba-
bilité de sélectionner un échantillon T-dimensionnel s.

Plus précisément, si S est la variable aléatoire définie ci-dessus alors le
plan de sondage T-dimensionnel p est la probabilité sur (S, [P(U)]1) définie
par

P(S=s)=p(s) pourtoussecS. (2.2)
Comme toute loi de probabilité, p(s) vérifie les relations :

{ p(s) >0 pourtous s€S

ZSGS p(s) =1

Dans un premier temps, des plans de sondage marginaux unidimension-
nels et T’-dimensionnels, avec T” < T, ou encore conditionnels peuvent étre
déduits en appliquant les propriétés d’une loi de probabilité multidimension-
nelle (Cotton & Hesse 1992). Par exemple, la probabilité de tirer I’échantillon
s¢ pour t € 7 sachant p(s) est p(s;) ou

pi(s) =D pls).

Syt ,t/ #tET

Plus généralement, des probabilités marginales d’ordre plus grand peuvent
étre obtenues. Par exemple, la probabilité de sélectionner un couple (s, S¢,)
sachant le plan p(s) est pt, +,(s¢,, St,) donnée par

Pty ta (Stl’ St2) = Z p(S).

St/,t/;étl,tz €T

Alors des plans conditionnels peuvent étre déduits. Par exemple, on ob-
tient I’échantillon s; sachant la probabilité de sélectionner (si,...,s;—1) avec
P, t—1(Se|s1, ..., 5¢-1) donnée par

pl,...,t(sla ey St)
D1, t—1(815 -0, St—1)

D1, =1 (St]81,5 000y 81-1) =
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Si on a un plan de sondage unidimensionnel comme py(s;) ci-dessus, alors
on peut utiliser toutes les notions définies dans le cas classique de la théorie
des sondages, comme par exemple les probabilités d’inclusion du premier
et du deuxieme degré. S’il s’agit par contre d'un plan de sondage multidi-
mensionnel, on a besoin de nouvelles définitions de ces quantités, définitions
données dans la suite.

Dans un deuxiéme temps, on peut calculer la loi de toute opération
algébrique (intersection, réunion, différence) entre les s; pour ¢t € 7. Par
exemple, la probabilité de sélectionner l’échantillon intersection s¢ne, =
5, N 8¢, est Py, 1, donnée par

Pty to (o) = Z Pty to (St1, Sts)

oESt NSty

Enfin, des plans de sondage usuels peuvent étre obtenus pour des expres-
sions particulieres de p(s) :

i. Pour p(s) = IL;e7pi(se) on a l'indépendance des échantillons s;, pour
teT.

ii. Pour p(s; = ... = sr) =1 on obtient le panel.

iii. Pour T' = 2 et p(s2]s1) = 0 sauf si so C s1, on obtient le plan de
sondage a deux-phases.

iv. Pour T = 2 et p(s2|s1) = 0 sauf si s1 N sy = ), on sélectionne
deux échantillons disjoints dans U ou le plan a deux-phases dans
I’échantillon complémentaire U — s1.

On donne dans la suite des extensions des notions définies dans le cas clas-
sique de la théorie des sondages : les indicatrices d’appartenance dans un
échantillon et les probabilités d’inclusion.

Les indicatrices d’appartenance a un échantillon multidimen-
sionnel

Dans le cas d’un seul échantillon s, un individu k € U peut appartenir
ou non a l’échantillon comme l'indique les valeurs 1 ou 0 d’une variable de
Bernoulli e = 13,y (Sirndal, Swensson & Wretman 1992). La situation
devient plus compliquée dans le cas T-dimensionnel a cause du nombre beau-
coup plus élevé d’échantillons dans lesquels un individu peut se trouver.
Nous allons étendre dans la suite cette définition au cas T-dimensionnel.
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Pour chaque t € T et k € U, on note 62 I’indicatrice d’appartenance de
I'individu k a I’échantillon s;, c’est a dire

‘ { 1 st k€ sy
8]6 = .
0 sinon

el = 1{kes,) est la variable indicatrice dans le cas unidimensionnel (Sérn-
dal, Swensson & Wretman 1992).

Soit e = (6}6, . ,6{) la variable aléatoire T-dimensionnelle qui indique
I’'appartenance de I'individu & a 1’échantillon T-dimensionnel s.

er (S, [P@)) —{0,1}"

er(s) = (ep(s1),...,e1 (s7)) pour tous k € U. (2.3)

Par conséquent, I’appartenance d’un individu k& € U a ’échantillon joint

s = (s1,...,87) est completement décrite par I'inclusion de k£ dans un des
92" =1 _1 échantillons de I'algébre engendrée par le T-uple (e}, ..., e} ), notée

o(eg). Cette algebre est de dimension 27 — 1. Soit B une base pour o(eg).
On va donner un role privillégié a la base formée par les indicatrices qui
correspondent aux échantillons disjoints, c’est-a-dire

B={c,tco(T) ssNsp=0 t#t €o(T)} (2.4)

ou o(7) est la tribu engendrée par 7. On introduit ’ensemble de tous les
échantillons T-dimensionnel avec des composantes disjointes :

Sdisi — {sdisj = (st)teo() € [P(U)]QT_l, ssNsp =0 t#£t €o(T)}

Alors, au lieu de considérer comme variable indicatrice la variable € donnée
auparavant, on va prendre plutét celle qui a comme composantes des in-
dicatrices qui correspondent aux échantillons disjoints. On a la définition
suivante :

Définition 2.2.3 : Pour chaque individu k € U, on appelle variable indica-
trice T-dimensionnelle la variable (27 —1)-dimensionnelle sf définie comme
sust

B=(el) avec el €B

5
o 2.5
{ eb  (S%s1 [P(U 21 = {ey,. .. ,€j,..., €T _1} (2:5)

ot e; est le vecteur de dimension 2T — 1 avec 1 sur la j-éme position et zéro
ailleurs.
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On voit alors que le probléme devient vite assez compliqué a cause du nombre
élevé de quantités qui entrent en jeu. Par exemple, pour deux échantillons,
l'algebre va avoir 23 — 1 éléments dont 3 indépendants et si on a trois
échantillons, elle a 27 — 1 éléments dont 7 indépendants. Cependant, Sa-
lamin (2002) donne une expression pour les probabilités d’inclusion pour le
cas général T-dimensionnel.

A cause de ces raisons pratiques, on considere dans la suite le cas bidi-
mensionnel.

2.2.2 Le plan de sondage bidimensionnel

On donne les expressions explicites des notions définies dans la section
précédente (indicatrices, base) suivi des définitions des probabilités d’inclu-
sion. A la fin de cette section on donne quelques exemples de plans bidimen-
sionnels.

On a maintenant un échantillon bidimensionnel s = (s1, s2) sélectionné
dans U x U selon un plan de sondage bidimensionnel quelconque p(s) donné
par (2.2) pour T' = 2. Pour chaque individu & dans la population, on associe
la variable de Bernoulli deuz-dimensionnelle gj, donnée par (2.3)

en: (S, [PU)P) — {0,137
er = (e},€3) avec (2.6)
e = Likes)r €2 = Likesy)-

Introduisons les notations suivantes :

S12 = 81 M 82

S1x = S1 — S12

S2%x = S2 — S12
Sex =U — {51 U s}

De maniere générale, on utilisera les indices 12 pour 'intersection, 1% pour
le complémentaire de 'intersection dans s; et 2% pour le complémentaire de
I'intersection dans sy (voir figure 2.2.2).

Correspondant & (2.4) nous avons besoin des indicatrices d’appartenance aux
échantillons disjoints. On note pour cela E? = 1{kesy) POUr ® € {1%,12,2x}.
Par conséquent, les relations suivantes sont vérifiées

er=ex tert, er=erttep
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L’algebre engendrée par €, contient sept éléments dont trois indépendants :

s 12 26 1% , 2« 1 2 1, 2
o(er) = {er €k €k €k + €k €k Eks ER T €k}

Plus précisement, on peut voir les variables €,1€ et Ei avec leurs intersection
5%&2 comme trois vecteurs partant de la méme origine 0. Alors les éléments
de o(ey) sont les sommets du cube construit & partir de ¢}, 3 et £;2 (cf.

figure 2.2).
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F1G. 2.1 — échantillon bidimensionnel

T 1 81
S1x 512
: : i 52
512 Sox
€9 c1Ueq
€12 1
4 :
£2+ 15 U €04
0 E1x

Fi1G. 2.2 — Plan bidimensionnel
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Considérons un triplet de variables dans o(ey) et les vecteurs d’origine 0
associés. Si ces trois vecteurs ainsi obtenus ne se trouvent pas dans le méme
plan, alors le triplet considéré forme une base pour o(eg). Il y a 6 triplets
de variables dans o(ej) qui donnent des vecteurs situés dans le méme plan
et qui, par conséquent ne forment pas une base. C’est par exemple le cas

des variables 5,162, 5%*, i On va donc avoir C7 6 = 29 bases possibles.

Dans la suite de notre étude nous allons utiliser le triplet des variables
donné par (2.4) quand T = 2,

- {5k ’6k agk; (27)

comme base pour la tribu o (e ). Remarquons qu’on peut aussi bien développer
lanalyse en prenant une autre base B’ parmi les 29 existantes puisqu’elles
sont liées par des transformations linéaires B = AB avec A matrice; par
exemple on peut determiner la base B = {6%,6%,5%2} a partir de B =

{5k 7‘% 7% ’}

e; 101 o
e |=1011 er*
12 12
e} 001 e}

La variable indicatrice 3-dimensionnelle est donnée par (2.5) pour le cas
particulier T'= 2 :

{ eb ‘ZA({:‘Z) avec &b €B (2.8)
e+ (SUI, [PU)P) — {e1, ez, e3}

avec B donnée par (2.7) et e; le vecteur tri-dimensionnel avec 1 sur la j-
eéme position et zéro ailleurs pour j = 1,2,3. Il résulte alors que sf =
(k" &k™ 7).

On donne maintenant la définition de la taille d’un échantillon bidimen-
sionnel.

Définition 2.2.4 La taille d’un échantillon bidimensionnel s = (s1,s2) est
définie par

Ng = Z EJE = (nl*, nia, TLQ*) (2.9)
keU

0l N1x,Nox, N12 sont les tailles des échantillons six, o4 et respectivement de
lintersection s19.

La taille ng qui est un vecteur dans le cas multidimensionnel, peut étre
fixe si toutes ses composantes sont de taille fixe ou variable dans le cas
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contraire. Remarquons qu’on peut avoir s de taille ng variable méme si sy
et so sont de taille fixe mais avec une intersection de taille variable.

Nous pouvons maintenant définir les probabilités d’inclusion du premier
et du deuxieme degré pour T = 2.

2.2.3 Les probabilités d’inclusion multiples

On a déja vu que le tirage d’un échantillon bidimensionnel a compliqué
les définitions des indicatrices. Ce fait a comme conséquence directe la
définition des probabilités d’inclusion multiples. Dans le cas unidimension-
nel, la probabilité d’inclusion de premier degré peut s’écrire

T, =PoS log, (1)

pour S et g définis en (2.1) et (2.3) pour T" = 1. Par analogie, on peut
donner la définition suivante :

Définition 2.2.5 : La probabilité que l'individu k € U se trouve dans un
échantillon bidimensionnel sélectionné selon un plan p(s) est noté ;'

T =Po (8%~ o (eB) L) pour 1=1,2,3

avec € et e; donnés par (2.8) et ST 1 (®Q, ®K, P) — (8%, P2 1)
défini par ST (w) = s¥7,

Les 7I‘Zl sont appelés probabilités d’inclusion du premier degré bidimension-
nelles.

Calculons les expressions explicites de ces probabilités. On a

= Po (S e —e) = Y ™).

stisie(ef) = (er)

Tt =) p(s)

kEsts

Pour [ =1, on obtient

probabilité qu’on va noter pour simplifier avec w,i*. De maniere analogue,

on obtient les deux autres probabilités notées 711?, 7'(']3* pour tous k € U.

Dans la littérature, Cotton & Hesse (1992) et Salamin (2002) définissent
de maniere différente les probabilités d’inclusion de premier degré bidimen-
sionnelles. On montre qu’elles produisent les mémes m;-quantités que celles
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construites ci-dessus.

Pour chaque unité k£ dans U nous pouvons définir la trace de I’échantillon
s sur k, notée trg(s), comme le vecteur d’éléments les traces de s; et sg sur
I'individu k, c’est a dire

sk = tri(s) = (st N {k}, s2 N {k}) € {0, {k}} x {0, {k}}.

Cotton & Hesse (1992) définissent les probabilités d’inclusion du premier
degré bidimensionnelles notées fi(sk) par

fr(sk) = Z p(s) pour sy € {0, {k}}*, k€ U.

se try ' (sk)

Si on considere l'indicatrice € donnée par (2.6) et P la probabilité sur
(®Q,®K) alors P o S~! est une probabilité sur (S,[P(U)]?) et les fr(sk)
définis ci-dessus peuvent s’écrire sur la forme suivante

fi(sk) =PoSloe, (a) avec ae€ {0,1}?

et alors on retrouve les probabilités d’inclusion multiples données par Sala-
min (2002).
On peut calculer les quatre ensembles de probabilités d’inclusion du pre-

mier degré fi({0, 0}), fi({0, {k}}), Fu({{k}, 0}), fe({{k}, {k}}). Par exemple,

fe({k} {R})) = > p(s)= ) pls1,s2) =m

se tr ' ({{k}.{k}}) k€si2

et on obtient la probabilité d’inclusion du premier degré classique par rap-
port & la loi de l'intersection ; 7r,i2 est la probabilité d’inclusion de I'individu
k dans l'intersection s;3. On peut obtenir de maniere équivalente

fe({{k},0}) = 7" = P(k € 51.)
Fe({0,{k}}) = 7" = P(k € s2.)

fu{0,0}) = m" = P(k € s.) = 1 = (1" + m + ")

pour tous k € U. Contrairement au cas unidimensionnel ot on avait un seul
ensemble de probabilités de premier degré, pour un tirage joint de deux
échantillons on dispose de trois ensembles

1= 12 2%
T yTE Tk

qui vérifient la propriété

Propriété 1 : E(s¥) =7 pour & € {1x,12,2x}.
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Nous allons définir dans la suite les probabilités d’inclusion de deuxieme
ordre calculées par rapport au plan bidimensionnel s = (s1, s2). Soit sk la
trace de s sur le couple (k,[) ou

Sk,1 = tr k,l(s) = (31 N {kvl}a s2M {ka l}) € {07 {k}v {l}a {ka l}}2

On peut donner la définition suivante :

Définition 2.2.6 : La probabilité que les individus k, [ appartiennent a I’échantillon
bidimensionnel s est définie par

Tei(sk1) = Z p(s) pour sk € {0, {k}, {l}, {k,1}}2.

-1
se tr k,l (Sk,l)

Alors, fri(sk1) est la probabilité d’inclusion de second degré bidimension-
nelle.

Quand sy ) parcourt le domaine de fj;, on obtient seize ensembles de pro-
babilités d’inclusion du second degré bidimensionnelles dépendant de six
d’entre eux. On montre d’abord quels sont ces seize ensembles et on donne
ensuite les relations de dépendance qui existent entre eux.

Dans le cas particulier sk = {{k, [}, {k}} la probabilité que k € s; N sy et
l € 81— 59 est

Fea({{k, (kYY) = > pis)= D plsi,sa) =my k£l

se tr 1 ({{k1}.{k}}) kesi2,l€s1x
fea({{k, 1} {k}}) = 0 si k=1
on a utilisé la notation w,i?’l* = P(k € s12,1 € s1.) par analogie avec le cas

unidimensionnel. En général,
712’(8 =0 pour k#l et @#® € {1k 12,2%, *x}

De maniere analogue on obtient toutes les probabilités d’inclusion du deuxieme
degré bidimensionnelles données dans le tableau ci-dessous.

k1| 1% 12 2% ok
1* IPRE Tx,12 T, 2% Tk ko
T i i T
19 | pl2dx 1212 122« 12
Kl Kl Kl Kl
9% 2%, 1% 2,12 2%, 2% 2% kx
T T Tl T
Kok sk, 1% *x,12 Kk, 2% Kk koK
Tt Tl Tkl Tt
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Propriété 2 : Les probabilités d’inclusion de deuxiéeme degré bidimension-
nelles vérifient
®,®
T = Blee))

pour tous k,l € U et ©,® € {1x,12, 2%, xx}.

Plusieurs remarques peuvent étre faites en analysant le tableau ci-dessus :

i. les éléments qui se trouvent sur la diagonale sont les probabilités d’in-
clusion d’ordre deux classiques (Sérndal, Swensson & Wretman 1992),
c’est a dire

77,65’@ = 77,63 pour tous k,l € U, @ € {1x, 12, 2, x}.
On a alors dans un premier temps trois ensembles de probabilités d’in-
clusion d’ordre deux bidimensionnelles :

T, 1% 12,12 2%, 2%
Ty s TR s T pour tous k,l € U.

ii. la somme des éléments sur chaque ligne donne la probabilité d’inclu-
sion de premier degré, respectivement 71']? avec @ € {1x,12, 2%} et par
conséquent les éléments de la derniere colonne peuvent étre déduits :

@, ®,1 @12 |, @2
= = (my Ayt myT) pour @ € {1x, 12,24}

iii. pour un certain couple k,l avec k # [ les éléments situés sur les dia-
gonales secondaires sont différents :

m© # my® pour @ # @ € {1k, 12,2, #x}

mais

w,efl@ = 71'?%@ pour @ # ® € {1k, 12, 2%, %x}.
La derniere relation implique que les matrices (Wg’@)) kU €t (Wg@)th
ont les méme éléments, plus precisément 1'une est la transposé de
l’autre. Par conséquent, on a seulement besoin des ensembles de pro-
babilités qui se trouvent au dessus de la diagonale principale sauf la
derniére colonne, c’est a dire

1%,12 1%,2% 12,2x%
Ty, T, T pour tous k,l € U.

Par analogie avec Sarndal et al. (1992) dans le cas unidimensionnel, on
donne la définition suivante

Définition 2.2.7 : Soit Ag@ = 77,3’@) — 7'(';971';8 pour tous k,l € U et pour
un certain couple &, ® € {1x,12, 2x}.
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Alors pour un certain couple @, ® la matrice (Ag’(@)k’le(] a la propriété
suivante

Propriété 3 : La matrice (Ag’®)k,le[] est la matrice de covariance entre
les vecteurs €¥ = (e )ev et €¥ = (6F)pev pour ®,® € {1x,12, 2},

(AL ) kier = Cov(e®,e®)

Pour & = ® les quantités classiques du cas unidimensionnel sont ob-
tenues et c’est pourquoi on va utiliser la notation avec un seul exposant
A?l = W% — W??Tl@.

Considérons maintenant la matrice 3N x 3N qui contient comme blocs
IXSB matrices (Ag’(@)k,leU pour &,® € {1x,12,2x}. On note cette matrice

1%,2 1%,12
. (Az;lﬁi)k,zw (A riev (AIZJ’I VkleU
A” = (AIfZ’l*)k,leU (Alé%l;)k,leU (AL kgev | - (2.10)
(A kier (A ke (ApDriev

La matrice AB est la matrice de variance covariace de la variable €8 =
(eP) ke avec €8 donné par (2.8) :

AB = Var(P)

et elle contient six blocks différents, les trois sur la diagonale principale et
les trois dessous.

Si on utilise une nouvelle base B’, on peut calculer la matrice de variance-
covariance par rapport a cette nouvelle base, notée ABI, sachant AB.

Propriété 4 : Si B' = AB est une autre base alors

AP — AAB A
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2.2.4 Exemples de plans bidimensionnels

Nous allons donner quelques exemples de plans bidimensionnels qui sont
I’équivalent, en dimension deux, des plans usuels comme par exemple le son-
dage aléatoire simple sans remise. Les ensembles des probabilités d’inclusion
de premier et deuxieme degré sont également explicités.

Nous commencons par le cas le plus simple, le tirage bidimensionnel de deux
échantillons indépendants.

Exemple 1 : Le cas de deux échantillons indépendants

Dans ce cas p(s1, s2) = p1(s1)p2(s2) ou p1 et pe sont les plans marginaux
de s et respectivement so. Pour cette situation, la base B’ = {5,14,5%,6,162}
facilitera le calcul des probabilités d’inclusion. On donne dans la suite les pro-
babilités d’inclusion de premier et deuxiéme degré par rapport & B’. Puisque
on a l'indépendance de sq et so,

71']%2 = P(kE‘SlQ:SlﬂSQ):?T’}:?T]%
W;f — P(k < Sl&l S 82) = 71']}:77?
et alors
Wlli; = w,i(l — 77]%)7 272,%2* = Wz(l — 7r,i) pour tous ke U
7Tk‘2 - ﬂ'ijlﬂ-?, ﬂ'k} = Wzlﬂ-ll pour tous k,l c U

On peut calculer les A-quantités et la matrice de variance par rapport a la
base considérée a la forme suivante :

» (Apriev 0 (Akm7 kv
AT = 0 (A7 kicv (AL kicu
(AL ke (A2 7 kicy (AR kieu

Exemple 2 : Le sondage aléatoire simple sans remise bidimension-
nel

Pour un échantillon bidimensionnel s = (s1, s2) sélectionné dans U x U
tel que les plan marginaux, s; et sg, sont des échantillons aléatoires simples
sans remise dans U, on ne peut rien dire sur l'intersection sio3 = s1 N s
qui peut de plus avoir une taille nio variable. On peut coordonner deux
échantillons aléatoires simples sans remise dans U en se fixant la taille de
leur intersection comme considéré par Cotton & Hesse (1992) dans le cas
T-dimensionnel.

Soit N1, n12 et no, les tailles de s14, S12 et respectivement la taille de soy.
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Définition 2.2.8 : On appelle un sondage aléatoire simple sans remise bi-
dimensionnel (SAS2) paramétré par ni., niz et na,. un tirage joint p(s) qui
charge de fagon équiprobable tous les couples s = (s1, s2) dont les échantillons
S1x, S12 et So ont les tailles Ny, nio et Noy.

Cela implique

n1e!n1ano (N — (n1s + 112 + nay))!
Remarque 2.2.1 : Les plans marginauz et conditionnels sont des plans

aléatoires simples sans remise dans U (Cotton & Hesse 1992). De plus, $1x,
S12 et Sox sont aussi des SAS dans U de taille niy, nio et Noy.

(2.11)

Suite a cette remarque, les probabilités d’inclusion de premier degré valent :

n
7® = F@ = fo pour @ € {1,2,1x,12,2x}. (2.12)

Calculons dans la suite les probabilités d’inclusion de deuxieme degré bidi-
mensionnelles 7r/,€fl’® pour tous k,l € U et &, ® € {1x,12,2x}.
i. Pour @ = ® € {1%,12,2%} la probabilité d’inclusion d’un couple £,
dans un des échantillons s, s12 et so, est obtenue facilement, ce sont
des plans de sondages aléatoires simples dans U. Alors,

—1
7r,€3 = % ce qui nous donne
N(N —-1) (2.13)
AE — —fol powr k#I '
M fe(l—fo) pour k=1

Alors, pour un certain @ € {1x,12,2x}, la matrice (Afl)k,leU a l'ex-
pression suivante

(Akier = fo(l = fo) 57— In = P)
= ke(Iny—P) (2.14)
ol Iy est la matrice unité d’ordre N et P = %lle\, et kg = fo(l—
fo) 5
ii. On considere le cas @ # ®@ € {1%,12,2x}.
1. D’abord, pour £k =1, on a 77,?,;@) =0.
2. Pour calculer 772’@) pour k # [, on utilise la propriété

o = B(elel) = P(k € sap&l € sg).

Puisque nous sommes dans le cas d’un sondage SAS2, c’est a dire p(s)

est constant, tous les E(c’) sont égaux. On a de plus

IEDIEE

keU leU
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et 'espérance de cette expression vaut

DD E(eel) = Y. E(efe)) =nens

keU leU kAlEU
ce qui implique

W}eg,@ _ el
foia N 1) (2.15)
AD® _ { Nop pour k#I :
& —fefe pour k=1

Alors, pour @ # ® € {1x,12,2x} la matrice (Ag’(g)k,leU a I’expression
suivante

N
(A kier = —feaf@N — 1(IN - P)

= koo(INn—P) (2.16)

ot kg = —fofonrr
Exemple 3 : Le sondage de Poisson bidimensionnel

On consideére un échantillon bidimensionnel s = (s1,s2) dans U x U.
Pour chaque individu k£ dans la population, on a la trace de s sur k, s =

tr 5(s) = (s1U{k}, 50 U{k}) € {0, {k}} x {0, {k}}.

Soit pi(sk) une probabilité discrete sur {(), {k}}? pour tous k € U, tel que

pr(sk) > 0 pour tous k

S prlsi) = 1. .17

Cotton & Hesse (1992) donnent la définition suivante :

Définition 2.2.9 : Un sondage de Poisson bidimensionnel (PO2) est défini
par

p(s) = [ pr(sw).

keU

Cotton & Hesse (1992) montrent que pg(sk) sont exactement les probabilités
d’inclusion de premier degré bidimensionnelles; plus précisément, on a

pr(sk) = 7129 pour k € sg et @ € {1x,12, 2%, xx}

ou mF =1~ (ﬂ,i* + 71%2 + 77,%*) . Par conséquent, un sondage PO2 peut se
définir de maniere équivalente
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Définition 2.2.10 : Un sondage de Poisson bidimensionnel (PO2) est défini
par

)= I = I = I1 = IT -

kEs1x kEsi2 kEsox kEswx

Considérons les variables g5, données par (2.6).

Définition 2.2.11 : Alors, un échantillon PO2 est obtenu pour des gy
indépendants et

Pl =) =l*, Pel2=1)=nl2, P =1)=n2

Cotton & Hesse (1992) montrent que les tirages marginaux et condition-
nels sont des sondages de Poisson unidimensionnels.
Calculons les probabilités du second degré bidimensionnelles. Puisque les
éléments k et [ sont sélectionnés indépendemment 'un de I'autre,

i. les quantités de type W,f?l pour @ € {1x,12,2x} deviennent

S, D
o | m;m pour k #I
T = { 7_(29 pour k=1 (218)

ii. les quantités de type 772@ pour & # ® € {1%,12,2x} deviennent

b,_®
o | m m pour k#1
The = { 0 pour k = [. (2.19)

Par conséquent, les matrices de variance-covariance ont pour expression :

(A% pier = diag (TE (1= 7)), oy pour @ € {1%,12, 24}

(Ag@ = diag (—W?W,‘?) pour @ # ® € {1x, 12, 2x}. (2.20)

)k,leU keU

Comme dans le cas unidimensionnel, le sondage PO2 est de taille ng =
(n1s, n2«, n12) variable.

Exemple 4 : Le sondage de Bernoulli bidimensionnel
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Considerons le sondage PO2 dans la situation particuliere ou chaque
individu est tiré indépendamment et avec la méme probabilité dans un des
quatre échantillons s14, S12, S2«, S«+. INOus obtenons ce qu’on va appeler un
sondage de Bernoulli bidimensionnel (BE2) p(s = (s1,s2)) de parametres
T1x, T12, Tox. Plus précisément le plan est donné par la définition (2.2.10)
pour des probabilités d’inclusion constantes.

Définition 2.2.12 : Un sondage de Bernoulli bidimensionnel (BE2) est
défini par

p(s = (s1,50)) = mylewigmyzemy,” (e tmztne) (2.21)

avec iy, 12, T2x € (0,1) et My = 1 — (14 + T12 + T24).

Les probabilités d’inclusion de second degré bidimensionnelles s’obtiennent a
partir de (2.18) et (2.19) pour 7’ = 7 pour tous k € U et & € {1x,12, 2x}.
Alors, les matrices de variance-covariance ont les expressions :

(Ag)k,leU = diag (m¢(1 — mg)) pour @ € {1x,12,2x}

(Az?z@)kl v diag (—mgmg) pour @ # ® € {1x,12,2x}
NISS

La taille ng est une variable aléatoire et la probabilité que 1’échantillon s ait
exactement la taille ng = (114, n12, nox) est

N! N—

T T 2 Ty 2 T (n1tmztnz.) (2.22)
1ol (N — n HE *

nl*-n12-n2*-( (nl* + ni2 n2*))

Exemple 5 : Le sondage de Bernoulli bidimensionnel et condition-
nel a la taille

Comme le plan PO2, le sondage de Bernoulli bidimensionnel a 1’in-
convénient d’'une taille variable. Les relations (4) et (2.22) montrent que
conditionnellement & ng = (114, n2x, n12), le plan p(s = (s1, $2)|n1x, n12, N2x)
est constant et d’expression donnée par (2.11), c’est a dire celle d’un son-
dage aléatoire simple sans remise et bidimensionnel SAS2. C’est pourquoi,
une fois que I’échantillon est sélectionné, on travaille conditionnellement &
Nsg.
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2.3 Estimation sans biais linéaire

Apres avoir défini un plan de sondage bidimensionnel et les probabilités
du premier et du second degré bidimensionnelles, pour avoir une théorie de
type Horvitz-Thompson sur deux échantillons il est normal de traiter 1’es-
timation sans biais linéaire. De nouveau, la situation est plus compliquée
que dans le cas unidimensionnel. Il faut se poser d’abord la question : que
cherche-t-on a estimer ?

Dans le cas d’un seul échantillon, I'estimateur de Horvitz-Thompson
pour le total d’une variable est le seul estimateur linéaire sans biais avec des
poids qui ne dépendent pas de I’échantillon ni de la variable d’intérét. Ces
poids sont les probabilités d’inclusion dans 1’échantillon de premier degré.
On peut également considérer plusieurs variables mesurées sur le méme
échantillon. Alors, quelque soit la combinaison linéaire de leur totaux le
meilleur estimateur sans biais est ’estimateur de Horvitz-Thompson.

Une maniere logique de généraliser ’estimation sans biais linéaire a plu-
sieurs échantillons est de considérer d’abord une seule variable pour étendre
en suite a plusieurs variables. Pour faciliter les calculs, on considere seule-
ment le cas de deux échantillons.

Il s’agit pour nous de trouver dans chaque cas ’estimateur optimal d’un
total.

2.3.1 Forme des estimateurs sans biais

Cas d’une seul variable d’intérét mesurée sur deux échantillons
disjoints

On a vu que pour deux échantillons s; et so,que la dimension de I’algebre
engendrée par (c;,c2) est de dimension trois dont une base est {e}*, 12, e2}.
Ce sont les indicatrices associées aux échantillons disjoints. On va donc
considérer dans la suite le cas de deux échantillons disjoints. Le cas de deux
échantillons non-disjoints qui est équivalent & celui de trois échantillons dis-
joints se généralise directement.

Soit X une variable d’intérét mesurée sur si. et si;o dont nous vou-
lons estimer le total t, = ) ;; . On cherche a estimer ¢, par un estima-
teur pondéré de la forme >, zpw;! avec les poids w;' qui dépendent de
I’échantillon s; = s1. U s12 et qui vont étre déterminés dans la suite.

On attribue aux points k qui se trouvent dans si, un poids w,ﬁ*, pour
ceux dans sis un poids w,? et zéro pour k € U — (s14 U s12). Alors, un
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estimateur pour ¢, est

e =Y mpwit =) ap(wie” + wie}?). (2.23)
keU keU

N R P | 12,12 _
ol w,' = wi"er” +wpe,” et 51 = 514 U 512,

Résultat 2.3.1 : L’estimateur t, est sans biais pour t, si les poids w,ﬁ* et

12 0 5
wy” vérifient L .
wk*wk* —+ wk 7Tk =1

Résultat 2.3.2 : L’estimateur t, optimal est obtenu pour w,i*e,lg*—i-wé%}f =
7%1 ot ﬂ'i = Pr(k € s1), s1 = s1« U s12. Autrement dit, l’estimateur optimal

est U'estimateur d’H-T considéré sur la réunion de deux échantillons.

Preuve : On a

Var (Z .%k’w,il) = VaerkE(wZ% € s1) + EZkaar(wzl|k € s1)
U U

U

. . 1
qui est minime pour E(w;'|k € s1) = —. O
Tk
On étend dans la suite ce résultat au cas de deux variables d’intérét me-
surées sur deux échantillons différents avec une intersection que ’on suppose

non négligeable.

Cas de deux variables d’intérét mesurées sur deux échantillons

Soient X et Y deux variables d’intérét avec X mesurée sur un échantillon
s1 et YV sur so. Notre intention est d’estimer une combinaison linéaire de leurs
totaux

Z = Pty + Yty

par un estimateur pondéré Y (zpw;' +yrw,?) avec des poids & déterminer.
Comme X est observée sur s; = s14 U s12 on obtiendra alors un estimateur
sans biais de ¢t, si

12,
wT +w T = (2.24)
De méme pour ) qui est estimé sur so = s9, U 819 :
12
wrny YT = (2.25)

. . 12 12
Inversement, pour tout systéme de variables wp*, w, ™", w2* w,~Y

(2.24) et (2.25) lestimateur

Z= Zka,ﬁ* + Z zpw, "+ Z yrwpt + Z yrw, Y

S1x 512 52 512

vérifiant
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sera sans biais pour Z.
C’est un estimateur sans biais dont les poids ne dépendent que des in-
dicatrices de 1’échantillon sur lequel est mesurée chaque variable. Ils ne
dépendent donc que de deux ensembles de valeurs arbitraires qui vérifient
ces deux équations.

On propose une reparamétrisation des wy € {wk ,wiz v w,%*, w,c ’y} qui
respecte une certaine symétrie tout en vérifiant la condition de ”sans biais”
pour Z.On prend des poids comme suit

1*_al€ . 12z_¢_ak
W = oIk Wi = 12
i K, (2.26)
2% Yk . 12y  — by
Wy = 2% Wy = = 1z
k k

et cela conduit a ’expression suivante pour Z :

7z = k1*+z kqb_ +Zk2*+2k

S1% 512 S2x S12

1* 2* 12 12

- z( )+zykbk( - )+z o+ ) By
k

ce qui peut également s’écrire sous forme matricielle

Xz
7 = 0 diag| ... (g)Jer_T (2.27)
y

ot 0 = ((ag)N_, (bp)N_,) € R?N est le vecteur de parametres,
( 1% 12

€ €
a= ()l o=t -k
T T
N 55* 51{:2
B=Brl=1; Br= 35— "1z
T Ty,
iy T:2¢$k+¢yk
_ 777;?
\ U
et on a noté
T
. diagx 0
diag y = < 0 diagy )

ou diagz ( resp diagy) est la matrice N x N avec xy, (resp yj) sur la diagonale.

Alors, Z donné par (2.27) s’écrit comme une somme de trois estimateurs
linéaires : l'estimateur d’Hortwitz-Thompson sur si5 et qui ne dépend pas
des quantités arbitraires ap et by pour tous k € U et deux estimateurs
linéaires en zy, respectivement en yy, et d’espérances nulles (FE((a, 3)') = 0).
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Remarque 2.3.1 On peut exprimer le vecteur (a, 3) en fonction de eB =

(e, €%, e'2) comme suit
diag (Wi* ) e
1e
(5)= (ot ) o) () e

ot Iy (resp On) est la matrice unité (respectivement la matrice nulle) de
dimension N. Comme on connait lexpression de la variance de €® pour les
plans usuels tels que PO2 et SAS2, cette relation nous sera utile pour le
calcul de la valeur optimale de 6.

On peut obtenir également une formule de type H-T pour la variance de
Z qui permettra d’en déduire un estimateur pour la variance.

Résultat 2.3.3 : L’estimateur 2 peut étre écrit de la facon suivante :

El*

N N N
avec (vect) = ((a;?)k_l ) (%)kzl ) (Ik((b_akzrzgk(w_bk))k_l) € R3N et

alors sa variance a l’expression

Al Al pl
- 2%, 1% 2%, 2% 2%,12
V(Z) = (vect) | A" AT ALY (vect) (2.29)
12,15 A12,2% A 12,12
Akl Akl Akl

ot chaque A%@) est une matrice de taille N x N pour ®,® € {1x, 12, 2x}.

2.3.2 Optimisation

Il existe un grand choix d’estimateurs sans biais vérifiant la relation
(2.27). On va choisir celui dont la variance est minimale. On a le résultat
suivant comme conséquence de (2.27) :
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Résultat 2.3.4 : La variance de Z a | ‘expression

V(Z) =6'T0 +20'~ + ¢ (2.30)

ou I', v sont des matrices de dimensions 2N x 2N, 2N x 1 données par

x o x
' = diag| ... Var( ,6') diag | ... (2.31)
Y Y

* a ) '?
v = diag| ... | Cov (( 3 ) ,12> (px + Yy) (2.32)
y ™

et c = Var (tg_1) = ZZA12¢xk+wyk oz + Yy ;= (21,...,2N),

kl 12 12
T T
keU leU k !
N
/ c12 5113
Y =W, -, yn) et 55 = | 13 .
™ s
k / k=1

La variance est une forme quadratique en @ avec ¢ € R, v € R?VN et
T’ une matrice symétrique non négative qui ne dépend pas de 8. On peut
déduire la valeur de 8 qui minimise la variance de Z.

Résultat 2.3.5 : Si la matrice I' est définie positive alors la variance de Z
est minimale pour 0., = —T' '~ avec la valeur optimale

Vopt () = V(E—1) — vT ™'y (2.33)

On remarque que 'estimateur ainsi obtenu est toujours supérieur a 'esti-
mateur tg_r
Vopt(2) < V(tm-r)

Remarque 2.3.2 : Le resultat obtenu a un intérét théorique mais en pra-
tique, st les dimensions de I' et v sont grandes, le calcul de @ est presque
impossible. De plus, ces matrices dépendent de toutes les valeurs inconnues
Yr, Tk pour toutes les unités dans la population U.

2.3.3 Estimation de la variance

L’expression (2.29) est I’analogue en deux dimensions de la variance d'un
estimateur de Horvitz-Thompson. On a neuf blocs de variance-covariance
(Ag@) kicu au lieu d’un seul pour le cas unidimensionnel classique. On va
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utiliser l'expression (2.29) dans le but d’obtenir une estimation de la va-
riance de Z similaire au cas unidimensionnel, c’est a dire en fonction des
quantités du type Ay = ﬁ:l’
La situation est plus compliquée en raison de la présence des termes de
covariance et du fait qu’on a plusieurs échantillons. Il existe trois types de
termes de variance-covariance qui vont demander un traitement différent.
Remarquons que chacun de ces termes est une somme quadratique sur U en
X,en Y ouen X et ). On peut alors utiliser la théorie de Horvitz-Thompson
unidimensionnelle pour estimer ces quantités. Il reste a établir pour chacun
d’entre eux dans quel échantillon nous allons procéder a I’estimation.

T Ui
Résultat 2.3.6 : Les produits croisés tels que g E Al* 2 , peuvent
p q ﬂ.l l2>k p

keU leU k
étre estimés seulement dans l’espace de l'intersection s12. On obtient [’esti-

mateur

ﬂfk yz
7Tk 771

kesiz l€sio

pour @ € {1x,12} et ® € {12, 2x}.

Remarquons qu’on ne peut estimer les termes de ce type-la que sur I'intersec-
tion si19 car les variables X' et ) sont observées simultanément uniquement
sur sio. Cette formule générale d’estimation de termes de covariance n’est
possible que si I'espace intersection n’est pas vide. Dans le cas contraire,
aucune conclusion ne peut étre déduite.

Les termes restants sont de deux catégories : on a des sommes doubles

en X et des sommes doubles en ). Concernant leur estimation, on a les deux
suivants résultats

Résultat 2.3.7 : Les sommes doubles en X comme ZZAEB@xk i

7rk 7rl
pour @, ® € {1x,12} sont estimées dans l’échantillon s; par
IPIE KR
kesy lesy Trk? 7.rl
Résultat 2.3.8 : Les sommes doubles en Y comme ZZAEB@ yg yé
U u T ™

pour @, ® € {12,2x} sont estimées dans sy par

ZZ k:l yk yl.

k€sa l€sa Wk 7rl
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Remarquons que d’autres estimateurs seraient possibles. Par exemple,
T I ~ . . .
Z E A%’@)—@—@ peut étre estimé sur s, et également sur sjo mais comme
Sy
U U E 7
nous 'avons vu au début de cette section, I'estimateur sur s; est optimal.
C’est pour cette raison qu’on a opté pour cet estimateur.

Les quantités ay, by, ¢ — ay et 1 — b, ont été omises dans les expressions
de terms de variance-covariance parce que elles n’interviennent pas dans
I’estimation.

2.3.4 Reéduction du nombre de parametres

Comme la remarque (2.3.2) du paragraphe précédent le montre, on doit
diminuer le nombre de parametres pour pouvoir les calculer ou au moins les
estimer & partir des échantillons. On prend alors @’ = (a1, ...,ay) =@ x H
et b = (by,...,by) = b x J avec H (respectivement .J) une matrice connue
de taille H x N (respectivement .J x N) et @, b sont deux vecteurs de dimen-
sions H et respectivement .J a déterminer. On effectue alors une stratification
des vecteurs a et b, qui peut étre justifiée notamment par 'utilisation de
variables catégorielles (géographiques, sociales, . ..).

On donne ci-dessous deux exemples particuliers de matrices H et J.

A. Les vecteurs a et b peuvent étre de la forme suivante :

!/

a ::Qu,“.,aN) = Qﬁ,”.,aH)><IT::a/XjH: (234)

b = (b,...,bn) = (by,...,b5)xJ=b xJ (2.35)

ott les matrices H (resp J) sont de dimensions H x N (resp J x N) et elles
résultent des partitions de la population U réalisées en utilisant I'information
auxiliaire comme suit :

H H
U= JUn|Ul =Nu,d Ny=N
h=1 h=1

J J
U=Jw;, Wl =M;,> M;=N.
j=1 j=1
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Plus précisément,

H = diag (1{\1}1),1}[:1 avec 1y, =(1,...,1) € RNn

J = diag (11\/[J.)]J:1 avec 11\/5 =(1,...,1) € RMi,
Les vecteurs a, b sont de la forme (2.34) et respectivement (2.35) si on prend
ap=ap, VkeU,, h=1,...,H,
bh=b; VileW; j=1,...,J
Dans ce cas, le parametre 6 s’écrit

0 = (al,...,aN,bl,...,bN):(E/XF,EIXj)

= (@,b) (Ig 3) (2.36)

Alors notre probléme d’optimisation de dimension 2N est réduit a la dimen-
sion H + J puisque on se rameéne a trouver
/

g :(E’,BI):(al,...,aH,bl,...,bJ)

qui minimise la variance de Z. On donne le résultat suivant concernant
I’expression de Z

Résultat 2.3.9 : Pour une stratification de la population U, I’estimateur Z

devient
—( H 0 diagx 0 o -
0<0 J>< 0 diagy><,3>+tH_T
o ( H diagx 0 o -
= 0 < 0 7 diagy > < 3 > +tg_T (2.37)

(TN, ANy Jh=1,1

—_ -
( (yﬁ\/[jﬁMj)j:LJ ) H=T

ot pour un certain h

N
1

N
TN, = (@p)kev, € R™,  an, = (ar)rev,
1x 12
£ £
’ _ k k 2.38
TN, N, = E : Tk < = 7T12> : (2.38)
k€U, k k

On définit de maniére analogue yfvfj et yMjBMj'

Alors, les valeurs optimales de 6 aussi bien que celle de sa variance peuvent
étre obtenues facilement & partir de (2.38). On a le résultat suivant.
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Résultat 2.3.10 : Le paramétre optimal gopt a expression suivante

Ot = —filﬁ avec (2.39)
- H 0 " 0
T — (0 J)r< . J,) (2.40)
_ H 0
v = <0 J>7 (2.41)

avec T' et v donnés par (2.31) et (2.32).

Il résulte alors que
T = Var (xgv"aNh)h:LH
(Yag, B, )j=1,

et

Le parametre optimal 0 ainsi obtenu sera toujours inconnu mais dans cer-
tains cas il peut étre estimé. Les éléments de variance dans I', % peuvent étre
estimés selon la théorie d’estimation de la variance développée auparavant.

B. On considére maintenant le cas extréme ot les matrices H et J sont
toutes les deux égales & 1y, alors a; = a et by, = b pour tous k € U; cela
conduit a ’expression suivante pour Z

5 1y © diagz 0 «a .
e 2) (% ) (3

B 17 diagx 0 «a -

= (a,b) ( 0 1{\1 diagy > < 3 > +tg_1 (242)
(a,b) ( '8 ) +ig_r

= XY - X)) 4+ o(Y*» Y1) 4 iy o (2.43)

ot ' = (z1,...,2n), ¥ = (y1,...,yn) et X® = Zxk pour & €

®
{12,15} 2’a = X — X2 et Y® = Zyk pour ® € {12,2x}, y'3 =
k
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Y _y12 §y o= qlez + w}}m. Dans ce cas, le parametre est de la forme

suivante .
1 0
0’ = (a,b) ( N >
0 1y
ce que revient & trouver 6’ = (a,b). La valeur optimale 0, = —fflﬁ ou
T — Var o\ [ V(X™ - X1?)  Cov(z'a,y’B)
= y'ﬁ - COV(:U’(X, y/,B) V(y2* _ Y12) (2 44)

5 = Cov(( '« ) i ) B ( Cov(z'a,ty_7) >
y's )"t Cov(y'B,tr-r)
Dans cette situation, Eopt dépend seulement de deux termes de variance et

de trois de covariance. Tous ces termes ne sont pas connus mais ils peuvent
étre estimés dans certains cas.

2.3.5 Calcul de parametre optimal 8 2N-dimensionnel pour
une variable d’intérét Z = ¢t, + ¢t, et pour des plans
de sondage bidimensionnels particuliers

Dans la suite, on va calculer I'expression de 8" = ((ax)_,, (b)) ) €
R2N optimal pour les plans de sondages décrits dans la section précédente.
On suppose maintenant que les variables X et ) sont positives, c’est a dire
xr > 0 et yr > 0 pour tous k € U.

On rappelle expression de Z

x
Z = 60 diag| ... <
Yy

> R

. ¢k + VY
pour tgy_1 = Z T

512

Sondage de Poisson bidimensionnel

On considere le sondage PO2, décrit dans 'exemple (3). La variance de

; 1
Iestimateur ZP92 est donnée par (2.101) avec ¢ = Z < — 1) (pxy +

12
™
keU Nk

Yyi)?. Pour obtenir Oopt = —T '~ avec T et v donnés par (2.31), (2.32) on
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12
a besoin de la variance de (a,3)" et de la covariance entre (o, 3)" et —.
™
Avec I’hypothese que xx > 0 et gy > 0, on obtient ’expression suivante pour
aopt
Gopt = —F_l’)/
-1

= — | diag - [Var (g)}l Cov << g);i) (pz + vy).

Y

Pour calculer la variance de (e, 3)’, on utilise (2.20) et (2.28) et on obtient

dia (i—ki) dia, (i)
Var <a> — S\ T ey 77 ki
B diag (#) diag (W%—i—ﬂ%)
kK / k=1,N k kK / k=1,N

- )

Ensuite, on obtient 'inverse en utilisant la formule (Rao 1973) :

v (@] _( AMHFETF —FE
ar /6 - _E—IF/ E—l
on F=A"1'Bet E=D—- B A 'B.

On note S = W;* + 7r,i2 =+ W,%* pour tous k € U, alors I'inverse de la matrice
de variance-covariance de (e, 3)" devient :

1% 1% 2% 1k, 2%
-1 . T 12, mTR . Ty
o . diag o i (ﬂ'k + T) — diag 5
Var = k k 1% 2% 2%

12

La covariance entre (¢, 3)" et —5 a I'expression suivante
™

co ((3):5) = #((3) () =(3)=(22)

c12 £12 1
parce que pour tous k,l € U, £ (aklm) =F <ﬁkl12> = —— pour k =1
i 7'(‘

et zéro sinon.
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Il résulte en particulier les expressions pour I' et ~ :

1 1
diag (x% (* + >> diag (%>
I'po2 = Fé Wéz heu 17rk kleU
. TrY, . 2
ding (%), g (yk («z** wkw)),@
(2.45)
—zi( Pk + Yyr)
T keU 2.46
Ypo2 = (—yk(¢xk +1/Jyk)> (246)
12
k keU

On peut calculer maintenant le parametre optimal 051)?2.

Résultat 2.3.11 : Pour un sondage PO2 et pour une wvariable d’intérét
Z = ¢tas + ¢ty7

1. le paramétre optimal a l'expression suivante :

<(¢xk + wyk)mi*>
k=1,N

TSk
PO PO2\N PO2\N
Oopi- = ((aopt)im1s Dhop)hmr) =
<(¢9€k + wyk)ﬂi*>
YrSk k=1,N
(2.47)
1. L’estimateur 25)?2 devient :
5 P + Yyk
zPo2 — > . (2.48)
Pt Lx 12 2
k€sjUs12Us3 Tk +7rk +7Tk

111. avec une variance
- 1
Ve vz = X (g 1) Gatun 2a9)
keu \°F

w. La variance optimale VOI;? 2 peut étre estimée dans I’échantillon inter-

~ 1 (dxk + Yyr)?
PO2 _
opt Z (Sk - 1> WI?

kEsia

section par

Preuve :
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o o 12
i. On remplace les expressions de Var ( 3 ) et Cov << 3 > 7>

dans celle de ;.
ii. On a

5PO2  _ PO2 Tk 1* P02 12
Zopt = Z Ak, opt 1* + Z T opt) 12 €k

keU keU Tk
PO2 yk 2* P02 Y& _12
+ Z by opt Z Ok ,opt) 125k

keU keU Tk
. Z ¢9Uk + Yyg
Sk

k€sjUs12Us3
Z ok + Yyg
- 1* 12 P
T + T + Uy

kesiUs12Us3

(2.50)

iii. La variance se calcule d’apres la formule

V2 = V(ig-r)—yT 1y

op
(1 - 1) (Gxr + Yyp)* = (P + dyp)*(my" + 75")
7T12

2
728
k keU k Pk

<Slk - 1) (b + Yy

keU
keU

iv. L’estimateur de la variance est une conséquence directe du résultat
2.3.6.

[

Les parametres ainsi calculés dependent des quantités inconnues xy, yi pour
k € U ou encore de ; par conséquent, ils ne peuvent pas étre déduits avant
une enquéte.

Sondage de Bernoulli bidimensionnel

On considere le sondage de Bernoulli bidimensionnel (BE2) décrit dans
Iexemple (4) de la section précédente. Alors les parametres optimaux aﬁfp%
et bffp% pour tous k € U s’obtiennent en utilisant (2.51) pour W? = 7% pour
@ € {1%,12,2x}. On peut obtenir également I’estimateur optimal ; puisque

Sp =8 =7+ 72 4 72 pour tous k € U, on a

Résultat 2.3.12 : Pour un sondage BE2 et pour une wvariable d’intérét
Z = ¢ty + Yty
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1. Le parameétre optimal a l’expression

<(¢$k + 1/1yk)7r1*>
f=1,N

TEpS _1,
Oopi” = (agp” b)) = ] (2.51)
((@% + Yyp)m *>
Y5 k=1,N
1. ’estimateur optimal 2552 est
- 1
Zgi® = 5 D, (Sme+vw) (2.52)
kesyUs12Us3
141, avec la variance optimale
. 1
Ve =visE) = (1) Tenvnr. @5
keU

. Un estimateur de la variance est

2
BB <; _ 1) 3 (P ;;ﬁyk)

kEsi2

Sondage de Bernoulli bidimensionnel conditionnel a la taille ou
sondage aléatoire simple sans remise bidimensionnel

Nous reprenons le sondage SAS2 decrit dans ’exemple 2. Nous avons
besoin de calculer 8,,; de V((a, B)') et Cov((e, B),tr—7).

On calcule V((a, 8)'). Les relations (2.13), (2.15) et (2.28) nous donnent

ki(In—P) ks(In— P) ) (2.54)

Ve, B)) =
(@ 5)) < ks(Ix — P) ko(Iy — P)
12
/ 87 . —kg(IN—P)
COU <(a718)7ﬂ_12> - ( _k,g(IN_P)
avec les constantes ki, ko et k3 données par
N 1 1
ki = —— | —+—
! N -1 <f1* f12>

- - ()
? N—1\fo ' fi2

N 1
hy =
N —1 fi2
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ou Iy la matrice unité d’ordre N, et P = %1]\71?\,. Alors (Rao 1973),
V((e, 8))| = [ki(In — P)| x |V(B) — Cov(ex, B)V ™ (ar) Cov(ex, B)]

et comme |k;(Iy — P)| = 0 on est dans le cas pathologique ol la matrice I’
est non inversible.

On a vu (chapitre 1, remark 1.2.3) dans le cas d’un sondage aléatoire
simple sans remise unidimensionnel que tout vecteur y = (y1,...,yn)
constant (c’est & dire qui est élément de I’espace (I y — P)+) minimise la va-
riance de Z y—k; les vecteurs dans (Iy — P)" ont I'espression y, = ct x 1y

S 7Tk

ou ct—constante réelle.

On va utiliser ce résultat pour déterminer un vecteur 8 qui va minimiser
la variance de Z. On écrit Z de la maniere suivante

Z—é/<g>+5H—T

avec
n v gy _ o ( diagz 0
0 - ( 1 02) =0 ( 0 dlagy

= (alxl, ., ONTN, b1y1, ey bNyN)-

Alors la variance de Z a ’expression suivante

. ~ . 12
V(Z) = 6'Var (o, 8)') 6 + 26/Cov ((a, 8, :;12) (b + Yy) + ¢

ol c= Var(tg_7) et € = (z1,...,25), ¥ = (y1,...,yn). Pour determiner
0.yt on doit résoudre I'équation

oV N = , et?
i 2Var ((a, 8)") 6 + 2Cov <(a, B8), 7r12> (¢px +9y) =0 (2.55)

La variance Var ((e, 3)') est donnée par (2.54). Quant au terme de cova-
riance, on note z = ¢x + Yy et on a

oo (lest )= (LGB

Alors I’équation (2.55) devient

k‘l(IN—P)él + kg(IN—P)(éQ—Z) = 0
{ ol (2.56)

INn—P)0,—2) + k(Iy—P)o, = 0
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systeme équivalent a

{ k}él + k3(02—2) = qln (2.57)
k3(01 —z) + k262 = @ln

avec ¢ et go deux constante réelles. On soustrait la deuxieéme équation de
la premiere dans (2.56) et on obtient

ki(In — P)0, — ko(Iny — P)0y + ks(Iy — P)(03 —01) =0

ou encore ) )
—InN—P)8; — —(Iny—P)082=0
fl* f2*
si on tient compte des expressions de k1, kg et ks. Cette derniere équation
est vérifiée pour 6, et 89 qui satisfont
Lo - Lg 1 (2.58)
1— 2 =4qolN .
fl* f2>k
avec qo une constante réelle. Cette relation et la premiere équation de (2.57)
nous donnent

k ~
<f21 + k3> 02 = ksz + (k1 fi«q0o + ¢1)1nN.

Par ailleurs, 0, = b diagy o b’ = (by,...,by). Alors, pour des y, > 0 on
obtient

k RN
by = (le + k3> (diagy) " [ksz + (k1fieq0 + ¢1)1N] (2.59)

La relation (2.58) nous permet alors d’obtenir

Y fl*
0 - Jix
YT L+ K fon

et par conséquent, a’ = (ai,...,ay) a la valeur optimale suivante

[k3z + (k1 fisqo + ¢1)1N] + fieqolN
SAS2 __ . —1 fl*
aopt = (dlagfﬁ) {kﬁ—k‘?’f%k [k?)z + (klfl*qo + Q]_)].N] + fl*qolN}(260)

Finalement, nous obtenons I'expression de 8’ = (a’,b’) qui minimise la va-
riance de Z utilisant les relations (2.59) et (2.60).

La variance minimale a dans ce cas I’expression, suite a (2.55)

VoifSQ =c=Var(ty_r).
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2.3.6 Le calcul du parameétre optimal bidimensionnnel 8 =
(a,b) € R? pour Z = ¢t, + 9t,

On revient dans cette section au cas extréme ot 8 = (a, b)’".
La relation (2.43) nous donne l’expression de Z pour cette situation
particuliere
Z=a(X" = X2) 4 b(y* -V + iy o

avec ty_r = qSXlQ + ¢Y12.
Nous étudions dans la suite les parametres optimaux pour les plans de son-
dage usuels.

Sondage de Poisson bidimensionnel

On connait les expressions de I'poa et vpoy pour € de dimension 2.V.
Alors, grace aux formules (2.40) et (2.41), on obtient

Iy O
< 1 > I'po2 ( 0 1n )
Yro2 = ( 17 )’YPOQ

et I'po2, ¥ pos donnés par (2.45) et (2.46). Cela implique comme expressions
pour I'pos et ¥ poo

Lpo2 =

Z 22 1 + 1 TrYk
keU “k 7['1* 7.‘.12 1
= k k k
T — keU
PO2 TRk 5
SEE
keU "k

5 —zp(dxk + Yyi)

12

ol _ keU Tk
PO2 —yp(drr + Yyk)

3~ wlon

2

keU

L’inverse de T'pos est donnée par

1 1 —X

2 kYK
—_ 4 — §

Zkeb Yk <7T2* 7T12> 7T12

Tobe = o e T
_xkyk 2 1 ]_
Z 12 2 keu Tk (771* + 12
keu Tk k k
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2
1 1 1 1 T
2 2 kYk
avecé:Zxk <7¢k+ﬂ_l}:2>zyk (7_‘_2*4‘7[_12) — (Zﬂ_w) .

keU keU k keu "k
. o s ) APO2
On peut obtenir alors les quantités ai f))th et bﬁ (0)1)215 données par 6,, =
PO2\N PO2\N y _ _J| L = T = ‘e o
((ak,opt)k:p (bk,opt)kzl) = —L'po2Ypo2 €t T'po2, ¥ pos calculés ci-dessus.

Remarque 2.3.3 : Les quantités aﬁ g]?t et b,I; gth

pour toutes les unités dans la population. Contrairement au cas 2N -dimensionnel,
elles peuvent étre estimées selon le principe presenté dans la section 2.3.35.

sont toujours inconnues

Le sondage BE2 est un cas particulier de PO2. Par conséquent, le pa-
rametre optimal est obtenu directement en appliquant le résultat ci-dessus
pour W,i* = T4, Tr/,i2 =T et 7[']%* = 9, pour tous k € U.

Sondage de Bernoulli bidimensionnel conditionnel a la taille ou
sondage aléatoire simple sans remise bidimensionnel

Nous allons reprendre le sondage SAS2 décrit dans I'exemple (2). Pour
calculer Eopt, on va utiliser (2.44) quand chaque échantillon si,, s12 ou sa.
est un sondage aléatoire simple sans remise dans Y. Par conséquent, on peut
en déduire facilement les expressions des termes de variance.

On note S, SZ les variances de X, ) dans la population U et S:%?y la cova-
riance entre X et ).

1 — 1 —
Sy = 2= X8 = =D (e — V)%
U U

1 _ _
Siy = m (xk - X)(yk - Y)
U

ou X = % Sk Y = % > v Yk- Alors,
coy _ a2l — e e
V(X¥) = N*"——=8; pour ® € {1x,12}
ng

N 1—
V(Y®) = NQTJC@SE pour ® € {12,2x}
2]

avec fg donné par (2.12).
Quant aux termes de covariance, on utilise les probabilités d’inclusion du
second degré données par (2.15). Alors les différents termes de covariance
vérifient :

1-fi2 o
fiz
Cov (X'*,X'?) = =NS2, Cov (Y'?,Y**) = —NS>

Cov (X", V!?) = Cov (X'2,Y*) = Cov (X',Y*)=-NSZ,,.

Cov (X2, V%) =N
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L'estimateur Z s’écrit
Z=a(XY = X2) 4 b(YZ — V1) 4 X124 Y12 (2.61)

et remplacant dans (2.44) les termes de variance et covariance calculés ci-
dessus, on obtient la valeur optimale de 6.

Résultat 2.3.13 : Pour un sondage SAS2 et une variable d’intérét Z =
Pty + Pty le paramétre @ = (a,b)’ a la valeur optimale

—5AS2 —hihgy < op? + pp(1 — hy')S — phy?t

0, = 20 _ 2.62
Pt 1 — p2hihy \ ¥p? + pp(1 — hi1)S 1—¢m11> (2.62)

ho = " sont les taur de renouvellement, S = % et p est le

ol hl = i’
1 n2 z
coefficient de corrélation. La variance optimale peut se calculer d’apreés la
formule Vargy =V (tg—7) —v'T.
,, . —=SA
Remarque 2.3.4 : On ne peut pas déduire prtS2

Les termes de variance sont estimés comme swit

1 2 1
Sg:nl—lz(xk_xsl) , xslzn—lz:xk

mais on peut l'estimer.

k€Est kesi
2 1 _\2 _ 1
Sy=n_1§ Wk —Tss)" s Tso=— > Uk
2 ng
kEsa kEsa

et si nig > 0, le terme de covariance peut étre estimé par

1
2 Z _ _
S:cy Ny — 1 (.Tk - x312) (yk? - y512)
kEsio
avec
_ 1 1
Ts1y = Tk, Ysiy Z Yk
n n
12 kesio 12 kesio

2.3.7 Le calcul des parameétres optimaux 6 = (a,b)’ € R? pour
Z=t,—t,

Nous nous intéressons maintenant a ’estimation de la différence entre
deux totaux. C’est par exemple le cas de l'estimation de I’evolution d’une
variable entre deux instants.

Pour ¢ = 1 et ¢ = —1, les relations (2.61) et (2.62) nous donnent pour Z
Z = aXY"+(1-a)X24+0Y% + (-1 -b)Y"?
G(Xl* . X—IZ) + b(}}Q* - Y12) + tAH—T
avec tAH_T = X12 - ?12.

Etudions plus en detail le plan de sondage de type SAS2.
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Sondage de Bernoulli bidimensionnel conditionnel a la taille ou
sondage aléatoire simple sans remise bidimensionnel

Résultat 2.3.14 : Pour un sondage SAS2 et une variable d’intérét Z =
ty — ty, le paramétre @ = (a,b)’ a pour valeur optimale

—_SAS2 hihs ( —{p* = p(1 = h3")S —hy'}

0 = . 2.
opt 1— p2h1h2 p2 _ p(l o hl—l)S—l _ hl—l > ( 63)

avec une variance optimale :

N SuShihs
fi2 1 — p2hiha
1

< {200 = 80— )+ (P = kS ) + (1S - 204 )]

Vopt(Z) =V (tr—r) — (2.64)

S S

Remarque : Pour a = —b, on obtient Z = a(X*—Y2*)+(1—a)(X12-Y12),
c’est a dire l'estimateur composite pour l’evolution proposé par Caron &
Ravalet (2000).

Cas particulier 1 : Si on suppose que S? = SS et n1 = ny = n; alors
hi=ha=h, fi=fo=fet

9oAS2 _ h 1—p
opt _l—ph p—l .

h(1— .. .
Alors, aopt = —bopt = 1(—pZ)' Pour les agpt, bopt ainsi obtenus 'estimateur

~

Zopt a la méme expression que I'estimateur composite optimal pour ’evolu-
tion de la variable X entre deux instants () représente dans ce cas la variable
X mesurée au deuxieme instant) obtenu par Gurney & Daly (1965), Gourie-
roux & Roy (1978), Caron & Ravalet (2000). Par contre la variance de Zp
est différente de celle obtenue dans les travaux mentionnés précédemment
parce que nous n’avons pas imposé d’indépendance entre les deux instants
et le taux de sondage fi12 n’est plus supposé négligeable :

2N 1
f 1—ph
Cas particulier 2 : Si on suppose seulement que S2 = Sg , alors

gAs2 _ hiha(1 = p) p+hy!
b 1~ phihg \ —(p+hi')

Vopt(Z) = =~ S2(1 = p)( —f)

et la variance optimale de Z vaut

Vor(2) = 7-831-p) (2(1 ) -

(1 = p)(2phihg + ha + ho)
1 — p2hihs
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1

— 91— p)NS® 4+ (1— p) NS~ — 1) x
fo S
" < 2 B (1 — p)(zphlhg + hy + h2)>
hl hg 1-— P2h1h2 .

On peut remarquer que pour f1 et fo fixés, 'expression de Ve (2 ) ne dépend
que de p et hy cath—l——+h f1

Nous allons comparer I’estimateur Zopt avec deux estimateurs qui sont
en quelque sorte des estimateurs naturels de ¢, — t,. Le premier est ta_r,
I'estimateur de Horvitz-Thompson pour Z = t, — ¢, sur I’échantillon inter-
section s19.

Comparaison avec V (fy_7)

Nous avons le rapport

Vopt (2) 1 (1 —=p)(2phihe + h1 + h2)

V(tg-1) 9 (1 _ e ) (1- 2h1h2)

f2 f1

On trace dans Figure 2.3.7 le gain défini comme 1 — Vi (Z)/V (i _7), en
fonction du coefficient de p pour différentes valeurs du taux de renouvelle-
ment hi.

Un gain maximal est obtenu pour un h; proche de 'unité, c’est a dire
pour un renouvellement total de I’échantillon. Par contre, si les variables X’
et ) sont corrélées positivement, le gain n’est pas important pour un taux
de renouvellement hy petit. Pour p = 1 le gain est zéro quel que soit le taux
de renouvellement.

Comparaison avec X' — Y?

Un autre estimateur naturel pour ¢, —t, est la différence des estimateurs de
type Horvitz-Thompson basés sur les échantillons sq et s9, plus premsement
X1 _y2 Comparons la variance de X! — Y2 avec la variance de Zopt Pour
un sondage SAS2, X! — Y2 devient :

Xl — }A/Z = thl* + (1 — hl)Xm — thg* — (1 — hg)ym
= h(X" = X)) = hy(Y* - V) + X2 V12 (2.65)
C’est & dire, lestimateur 2 pour a = hy et b = —hsy. Cela implique Vopt(Z) <

Var (X! — Y2) avec égalité pour p = 0.

Il est intéressant d’examiner le rapport entre la variance de X1 V2 et
V(tg_7); on sait que toutes les deux sont inférieures & V,p¢(Z). On a

V(tg-1)  _ 2(1 - p)(1 = f12)
Var (X1 —Y2) —2p(hihe —h1 —ha + 1 — fia) = h1 — ha +2(1 — f12)
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Gain

Gain in function of the correlation

o
o e _
(o0] T
@
O
o. N ~ -~
<
<
\
—M
~ | | -- hi1=25%
o h1=50%
.=+ h1=75%
— — h1=99%
o
=3
| I ' ! !
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Coefficient of Correlation

Fi1c. 2.3 — Gain en fonction du coefficient de corrélation pour différentes
valeurs du taux de renouvellement h;.
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Comme fonction de p, ce rapport est décroissant avec p, il atteint la valeur
zéro pour p = 1 et il est inférieur a 'unité pour p > m Pour un

coefficient de corrélation supérieur a %, X1 —Y? est meilleur.

2.3.8 Le calcul de 8 = (a1, as,b;,by) optimal pour sondage
aléatoire simple bidimensionnel sans remise condition-
nelet 7 =t,—t,

On considére maintenant un autre cas particulier de la situation A de la
section 2.3.4.

Soient U et Us deux partitions de U, U = Uy Uy et Uy NUy = ( telles
que

ar=a1 kel bp =b1 kel
ar =as k€l bp =by kel

Les matrices H et J ont les expressions suivantes

ce qui revient & chercher @ = (a1, as, by, bz)’. L’estimateur Z donné par (2.38)
devient

/
50 (T, NG Jh=1,2 > i
< (YN, BN =12 A=

ou pour h=1,2

TN, = (71,..,2n8,) € RN 2Ny = (TN, 41, -+, TN,) € RN
: S AN f P
T, OGN = D T T g1z ) PN O N2 = DI I 12
kel k k kel k k
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Cela implique pour Z

cle 12
wp (e — Sk
1 12
keU; ﬂ-k Trk
cle 2
. k. Ck
k alx  pl2
5 keUsa k k n
Z = (a1, a2,b1,b2) L2 12 +ig-7
k 2
Yk < 2 12)
s Y
kelUy k k
%% 12
Yk <5k & >
o 12
T v
keUs k k

12

- Tk — Yk . .
avec tgy_1 = E 73;. Nous allons calculer dans la suite I’expression de
T
k

S12
gopt pour le plan de sondage particulier SAS2, s = (s1, s2), paramétré par
N1k, N12 et noy. Comme déja mentioné dans 'exemple 2, les échantillons
unidimensionnels s1, s2, s12, S1+ €t So. sont des sondages aléatoires simples
sans remise dans . On ne peut pas dire la méme chose de leurs intersections
avec les deux souspopulations U; et Us notées

st =8e MU 55 =55 NUs (2.66)

pour @ € {1,2,1%,12,2x}. Par contre, si on considére de nouveau ’aspect
conditionnel, la situation devient plus simple.

Soit ngB la taille de sé pour @ € {1x,12,2%} et j = 1,2. Alors, le plan
p(s = (s1,82)|nky, ® € {1%,12,2x},j = 1,2) est un tirage aléatoire simple
sans remise stratifié sans changement de strate de dimension 2 comme défini
par Cotton & Hesse (1992). Plus précisement on note n(12) = (%9)@6{1*,12,2*},;’:1,2

p(s = (s1,52)[n"?) = p' (s'[n2)p*(s*[n?)
st=3s NU = (81 NUy, s2 ﬂul)
s>=3s NUy = (81 NUa, s2 QUQ)
avec p'(s'|n(1?)) et p?(s?|n1?)) des SAS2 dans Uy, respectivement Uy. De

plus, les tirages marginaux sont aussi des tirages aléatoires simples sans
remise stratifiés (Cotton & Hesse 1992),

pa(seln?) = p(sgIntt?)pf (3 [n?)

avec sk, sé donnés par (2.66) pour @ = 1,2. Le fait que p'(s!'|n(1?)) est un
SAS?2 dans U; implique que les échantillons unidimensionnels s},, s}, et s3,
sont des sondages aléatoires simples sans remise de tailles ni,, ni, et ni,.
De méme, pour s3,, 52, et s3, dans Uy avec les tailles n?,, ni, et n3,.
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Avec ces considérations, nous allons donner I'expression de 6. Intro-
duisons les notations suivantes :

Xl*’]—ka — X12’]—Zxk pour j=1,2

kEU keU
YQ*:J — Z yk 2*7 Y127] — Z yk: pour j = 172
kIEU keU
_No,j .
foi =" powr j=1,2,® € {1+ 12,24}
J

Les variances de X', ) dans U, et Us sont

1 — .
St = 57 2wk~ Xu)? pour j=1.2
J

J

1 = .
Sgiuj‘ = N] —1 Z(yk - YU]')2 pour 7 = 172

Uj
et les covariances entre X', ) dans U; et Uy sont

1 - = .
Sgy,uj = Nj 1 Z(wk _XUj)(yk _YU]') pour j=1,2

Uj

N X, — L vV, — L
ou Xy, = N; ZUJ, T et Yy, = N; ZUj Y-
Alors,

- 1-—
Var(X®7) = N2 - fo. 5’2 pour j=1,2, et @& e {lx12}
®.,J

~ . 1—
Var(Y®7) = N2 fo. 52 pour j=1,2, et & e {2%12}
ne,j
COU(Xl*’jv X12,j) = _NjS:%,UJ
Cov(Y*, ?1%]’) = —N;Sou,

Cov(X129, Y12y — N] ; — Sz 20
12,5

pour j = 1,2. Finalement,

Cov(XV Y#I) = Cou(X'7,Y*7) = Cov(X1, V127 = —N;S? j=1,2
et en raison de la stratification de la population U dans U; et Us, on a

Cov(X®I YOF) = 0 pour j#k=1,2 et @&e{2%12},® € {12,2«}
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Ainsi, on obtient la matrice de variance-covariance suivante

_ (X1 = X120),_, )
T = Var o e 22T
< (Y299 —Y129),21 5
2 fi1 N1 @2
lexvul f12,1f151 0 f f121,1 SZ’ZAUl 0
2 1,2 - 2
_ 0 NQSJCJ/& f12,2f1x,2 0 f f122,2 S$y7U2
N 2 2 2,1
f121,1 Sry,Ul 0 NISyJ/ﬁ f12,1f24,1 0 4
N- 2 2 2,2
0 f122,2 Sxy7U2 0 NQSZ/J/& f12,2f2x,2
. ny; na.j .
ou fi; = fizj + fixj = N"J et fa; = fi2 + foxj = N] pour j = 1,2.
j j
Par ailleurs,
=-1 'y I'yp >
T ' =
< Ior Tao
avec
fi2,1 hi 1 0
o N1 82y, 1= hihoi(paya)?
= 0 fi22 hip 1
Ny 8215, 1= higho(pay2)?
fi2,1 h2a 1 0
Loy — N1 82 1= hiahoi(pay)?
2o 0 fi22 h22 1
Ny 557[]2 1 — h12h22(pay,2)?
12,1 hiah2;a Pxy,1
fioa huah .
T — N1 S, Syun 1 — hi1hei(pay,1)?
12 0 S22 highao Pay,2
Ny Sy 1,Sy0, 1 — hi2h22(pay,2)?
et I'\g = /21.
Enfin

(Xl*,j _ XﬂQ,j)sz2 )
~¥=Cov tg_T
(Y2*,j o Y/12,j)j:1’2

Puisque les estimateurs X'? et Y2 peuvent s’écrire de la maniére sui-
vante X12 — X12’1 + X12’2, Y12 — Y12,1 + Y12’2 et tH*T — X12 o Y12, cela
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nous donne

(S0~ St

- &(Sgy,UQ - S3u,)

(80— St

fjl\f;(sinz —S2,0,)

Oopt = —f_17 = (@1,0pt, A2,0pt D1,0pts b2,0pt)’- Pour

pay,1 = coef de corrélation entre X,) dans U
Pay,2 = coef de corrélation entre X,Y dans Ub.

le parametre aq oyt a I’expression

S,
_hl,th,l (pmy,1)2 + pa:y,l(<h2,1)71 - 1)5‘1/7U1 - (h2,1>71

a z,Uq
1,opt —
1 — hi,1ho1(pay,1)?
avec
Ni1x1 T1%,2
hig = , hig=—"=
ni1 ni2

)

les taux de renouvellement de sy dans U}, respectivement Us et

N2x1 24,2
ha1 = , hoo =
n2,1

)

1n2,2

les taux de renouvellement de so dans U7, respectivement Us. On déduit de la
méme maniere les autres composants de Eopt. Remarquons que 'expression
de ay op¢ ressemble a celle de agzﬁs 2 donnée par 2.63. Le éopt ainsi obtenu ne
peut pas étre déduit mais il peut étre estimé par la méthode décrite dans la

remarque 2.3.4.

2.3.9 Cas général 7 = ¢t, + t, + 0t, + xt:

Une situation encore plus générale que celle considérée dans la section
précédente est le cas de quatre variables d’intérét et deux échantillons. On
considére X' et ) définies comme précédemment, la variable V du total
ty = )y Uk est mesurée sur s12 = s1MNsy et la variable 7 du total ¢, = > t
est mesurée sur s; U s9.
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On veut estimer une combinaison linéaire de leur totaux,
Z = ¢ty + Q;Z)ty + 0ty + xti

avec ¢, 1,9 et y des constantes.
Nous avons déja mené la discussion sur comment estimer ¢t et 1t,. Ils
sont estimés par

¢£x: 1*x$k+zw12x
S1x 512
A 2*,
wty = yyk + Zwk Yk
82 512

ou les poids vérifient les équations
Ix,x 1% 12,x 12
Wy T+ Wy, =¢
w2 2 12, 12
k; y * + w y — 1!}

Quant a la variable V), elle est observée sur ’espace intersection ; alors, dt,

est estimé par
. 0
oty = g — 5 V-
v 7T12 k

s12 Kk

La variable 7 est mesurée sur s; U so, alors elle est estimée par

Xft: tk+2w12tt +Zw2*t

S1x S12 S92
avec les poids wl*t w,?t et wz*’t qui vérifient
wli* tﬂ_l* + wliQ t7_[_12 + wi* tﬂ-l?;* =Y
Alors Z est estimé par
= ¢ty + b, + 0ty + Xty

Considérons la paramétrisation suivante pour les poids

wl*,m o ag . w12,z o ¢ — Gk
k a0 Yk 112
k k
2%,y bk . 12,y 1/} - bk
Wy~ = 2% Wy = = W]?
2.67
e 0 (2.67)
k Wiz
Wit Gk ot dg o2t X TGk dg
k 1x ’ k T, 2% ’ k - 12
Ty, Ty Ty,

Elle vérifie la condition de sans biais pour Z.On peut alors écrire Z sous la
forme matricielle suivante
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diagx 0
5 0 diagy a
Z2=0 diagt | 0 J¢]
0 diagt

> + foT (2.68)

ot 0 = ((ap)N_,, (bk)N_, (ck)N_, (dp)_ ) € R*™ et ar, B sont des vecteurs,

. . s o1 s e 5113 5%* 511c2
de dimension N, d’éléments o = | = . Br=|—-— 5 | pour

oy o
R 1) t
tous ke Uetty_r= Z dzk + W/kg Yk + X ke}f. Si on note
U Tk
diagx 0
B 0 diagy
diagt 0
0 diagt
alors 0, = —I‘_lfy avec
r = Hxvar<< g )) x H/
o (2.69)
v = H x COV<< ,3 > 77€H—T>

Cas particuliers

1. Si V et 7 ne sont pas disponibles, on estime Z = ¢t, + t, par Z
obtenu de (2.68) apres avoir éliminé les deux dernieres lignes dans la matrice
H et les termes qui contiennent ¢, et v dans t5_7. L’expression (2.27) de
7 obtenu dans la section 5 est ainsi retrouvée.

2. Si V et T sont disponibles, alors en posant § = x = 0 on estime
Z = ¢ty + Yty en bénéficiant de la connaissance de V et 7 qui peut étre
considérée comme une information auxiliaire.

ZAZG/XH—F{H,T

avec le méme parametre 6 de dimension 4N et la méme matrice H mais
cette fois-ci ty_r = ¢ X12 + WYY 12,

3. Si on ne dispose que des variables X et 7 alors Z = ¢t, + xt; et

diagx 0
7=0| diagt | 0 < * > N (2.70)
0 diagt P

146



ol 8’ = ((ar)iys (ci)plys (di)ply) € RN et fyr_q = oX 12+ XTI,

4. Si on dispose de X, de YV et de V AOl\l de X, de Y et de T alors
la matrice H ne change pas et ty_7 = ¢ X2 + Y2 +6V12 ou tg_r =
¢X12 _|_wyl2 4 XT12'

5. Si on dispose que de X et ), alorsen posant ¢ =90 = x =0etyp =1 le
parametre d’intérét Z est exactement le total de la variable )). On est dans le
cas particulier de I'estimation d’un total quand on dispose de I'information
auxiliaire.

L’estimateur Z est obtenu de (2.68) pour ty_p = Yio et

H— diagr ‘ 0
0 ‘ diagy /-
On présente plus en détail maintenant le cas particulier ax = a et by = b
pour tous k € U. L’estimateur Z a ’expression suivante

Z=a(X" — X2 4 (v —v12) 4 y12 (2.71)

et pour un sondage BE2 on a,
hihs hylpS — pS
Opp = ————— 2 M 2.72
pt 1—p2h1h2( —p2+h11 ( )

ce qui donne comme variance optimale
N o hiho -1 2 2 -1
—_— 1— —— ¥ (h -2 h .2
J12 % << fi2) 1—- P2h1h2( 2 f i) (2.73)

Remarque 2.3.5 : 0,, donné par (2.72) est différent de (2.62) quand on
a voulu estimer [’évolution.

VOPt(Z) =

On peut écrire aqpt et byye de la fagon suivante

hi(1 — ha)

1-— thth’
1= hy

N 1-— pzhlhg'
Puisque X'* = b7 X! — (b7 — 1)X'2, Z devient :

Qopt = pS

bopt =1 —¢ avec o

Z=o(T?+B(X' = X")+ (1 - o)V

ou B = p% peut étre vu comme le coefficient de régression de la variable

Y sur X. Dans le cas particulier h1 = hy = h, on obtient agy = pfflpigzgh
et bopt = %225; c’est a dire les mémes valeurs obtenues par Sérndal et al.
(1992).
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2.4 Estimation non-linéaire

Nous allons décrire dans cette section comment un parametre nonlinéaire
® qui dépend de variables mesurées sur des échantillons différents, peut étre
approximé sous des conditiones générales par une statistique linéaire de va-
riables artificielles dont la variance approxime la variance de ®. La technique
de linéarisation utilisée est celle par la fonction d’influence introduite par
Deville (1999) qu’on va étendre proprement & deux échantillons.

2.4.1 Cas d’un unique échantillon

Introduisons d’abord les notations puis rappelons les principaux résultats
obtenus par Deville (1999) dans le cas d’un seul échantillon.
Soit la population
U= {1,...,k,...,N}

et pour chaque individu & € U on associe un point z; € RP, caractéristique
de l'individu et des valeurs prises par les p variables auxilaires considérées.
Attention, il ne s’agit pas en général des valeurs prises par les variables
auxiliaires. En effet, ce vecteur permet d’identifier chaque individu dans la
population, ainsi deux individus k et [ différents ont deux ”coordonnées”
différentes, zp # 2.

Nous considérons une mesure M définie sur R et a valeurs dans R telle
que

M(z) = si Jk tel que z = 2, (2.74)

1
0 sinon. (2.75)

Cette mesure prend la valeur 1 pour tout élément de la population et vaut
zéro ailleurs. La plupart des quantités d’intérét étudiées dans les sondages
peuvent s’écrire comme une fonctionnelle ® de M.

Par exemple,

— le total de la variable Y est egal & [ YdM(z),

— le ratio du total de deux variables ) and X s’écrit

Des indices plus complexes tels que l'indice de Gini peuvent également
s’écrire sous la forme d’une fonctionnelle de la mesure M. On pourra se
reporter a Deville (1999, section 12) pour une liste plus compléte.
Supposons maintenant que notre parametre d’intérét peut s’écrire sous
la forme d’une fonctionnelle ® de la mesure M et définissons la fonction
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d’influence de ®(M), quand elle existe, par

[O(M,7) = g%% (®(M + hé,) — B(M)) (2.76)

ou J; est la fonction Dirac (masse unité) au point z € R. Les principales
propriétés de la fonction d’influence, qui est en fait la différentielle au sens de
Gateaux de la masse de Dirac au point x, sont données dans Deville (1999).
Elle vérifie, grosso modo, les propriétés de 'opérateur de ”dérivation”. Si ®
est la somme de deux fonctionnelles, ®(M) = &1 (M) + Po(M) alors

13(M,z) = I®;+ [P,
Si @ se décompose en ®(M) = ®1(M)Po(M) alors elle vérifie
ICD(M,ac) = O1IDy + OoIPq.

Construisons un estimateur M de la mesure M & partir de I’échantillon s
sélectionné dans la population U selon un plan de sondage p(-). L’estimateur
M est obtenu de la maniere suivante :

M(z;) = wr sikées etzéro ailleurs. (2.77)

Cela signifie que M (zr) = wgey, que nous notons pour simplifier par wy;
Ez =1 {kes}-

Supposons que la fonctionnelle ® est de degré a, c’est a dire que N~ *®
existe quand N tend vers l'infini. De maniere évidente, si ® représente un
total alors @ =1 et si ® est un ratio alors a = 0.

Définissons maintenant les variables linéarisées, up = [P (M, xy). Deville

(1999) a montré que I'estimateur par substitution, @(]/\4\ ), de la fonctionnelle
O (M), est linéarisable, c’est a dire qu’il vérifie

N <<I>(M) - @(M)) - \]/Vﬁ 3 wp(w) — 1) + 0,(1).
U

En d’autres termes, ceci signifie que la variance de ®(M) peut étre ap-
proximée et estimée a ’aide des variables linéarisées uy. Ce résultat repose
sur les propriétés de la fonction d’influence et sur le fait que

d(M/N,M/N) = 0,(n~"/?)
ou la distance d(Mj, Ms) entre deux mesures M; et My vérifie :

limd(My, My) =0 <= limN! (/y dM,(z) —/y dMg(z)> =0,

pour toute variable ).

L’estimation d’un ratio
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On a vu que le ratio entre le total de ) et X peut s’écrire comme une

fonctionnelle de M,
YdM (z
2y T / XdM (z)

c’est a dire R = ®(Qy(M), Sp(M)) avec

et

La fonction d’influence I1® est donnée par
1D = ® 1Qy + @ 1S,

Do Yk

et 1Qy = yi et 1.S; = xy,. Alors, R= , estimateur par substitution

> s Th

de R est approximé par
R— R~ iz:(u;,cws — ug)

ol uy = I® et wj, = wyey,.

2.4.2 Lamesure M est estimée a partir de plusieurs échantillons

On considere dans la suite les parametres d’intérét de la forme suivante

(Qy(M), 5z(M))

pour une fonctionnelle ® et ot Qu(M) et S, (M) sont des totaux sur la
population U pour les variables ) et respectivement X'. La variable X est
mesurée sur un échantillon s; et la variable ) sur un échantillon ss, différent
de s;. Notre intention est d’obtenir une variable linéarisée pour

(Qy(M), Sz(M))

avec des poids qui dépendent a la fois de s1 et de s9 en utilisant la technique
de linéarisation par la fonction d’influence présentée dans le paragraphe
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précédent.
La fonction d’influence de ®(Q, (M), Sz(M)) est égale a

19 = ®, 1Q, + ¥ IS,

et elle ne dépend pas des échantillons sur lequels les variables X et )) sont me-
surées. Alors, l'estimateur par substitution ®(Q, (M), S;(M)) est approximé

par
s 1
N&—) ~ & <ZU:I<I>w,§—ZU:I<I>>

avec les poids wj, & determiner dans la suite. De plus, la variance de N _O‘(i)—

. . 1
®) est approximée par la variance de N Z I1Pw;.

U
Si on tient compte de I’expression de I®, on obtient

> 1wy =Y (B, 1Qy + P, IS:)w}
U U

avec 1@, connu sur sy et IS, connu sur si. De plus, <I>’Qy et (ID’SZ sont des
fonctions des totaux et par conséquent, elles ne dépendent pas de s1 et de
$9. On peut estimer sans biais <I>’Qy >ou 1Qyuwi avec IQ, = yi, par

2 12,
Z ykwk* + Z YWy v
S2x 512
avec des poids qui vérifient

2% 2% 12,y 12 _ 5/
wk 7Tk: —|—U}k 7Tk. _(I)QU

On proceéde de la méme maniére avec <I>i% >ou ISzwf pour 1S, = xy. Cette
quantité va étre estimée sans biais par

12
S+ Yt
S1x% 512
avec des poids qui vérifient

1, 1% 122 _12 _ &/
U}k 7Tk —|—wk 7Tk _q)Sx'

Alors, pour

w* = ag 122 _ Sy Ok
k Trli* ) k 7T12
, —
wz* . bk 12}y Qy bk
k - 71_2*’ k 7.‘.12
k k



I’estimateur par substitution P est approximé par

PR 1 Tray Tray 1 Yrbi Yrbr
e = (T T L (T

S1x S12 S2x% S$12

1. 1
—ty_p — — 10 2.
+NHT N%: (2.78)

ou

n Y Lk ! Ye _ &1 12 1Yr12

b = 0%, )~ + 9, )y = Vs, X2+ 0V

512 k S12 k

On applique alors la théorie développée précédemment pour déterminer les
quantités ap et by sous la condition qu’elles minimisent la variance de la
quantité (2.78) . Pour ay, et by optimaux, la variance de N™%(® — ®) va étre
approximée par la variance optimale de

1 diagz 0 a 1.
—0 . ~tH-
N < 0 dlagy)<,3>+NHT

ot 8" = ((ar)plys (br)ily)-

Des plans de sondage définis dans la premiere partie peuvent alors étre uti-
lisés et on peut déterminer dans chaque cas les parametres optimaux pour
la variable linéarisée.

On donne dans la suite un exemple de statistique complexe estimée sur
deux échantillons différents.

Application a ’estimation d’un ratio

On applique les résultats trouvés ci-dessus pour estimer un ratio R = 1%
quand X est mesurée sur s; et ) sur sp. Cette situation peut apparaitre
par exemple en présence de la nonréponse. Par exemple, un échantillon s
est sélectionné dans U et la nonréponse se produit différemment pour les
variables X et ). Plus précisément, nous avons s; C s comme ensemble
de répondants pour X et ss C s pour ) avec une intersection qui n’est
pas négligeable. On suppose comme modele de nonréponse le modeéle de
Bernoulli bidimensionnel a la taille largément décrit dans 'exemple 2.
Appliquons la technique de linéarisation presentée ci-dessus. La linéarisée
de R ne dépend pas de I’échantillon ol on connait les variables d’intérét et
elle a I’expression suivante



quand la fonction d’influence de t;, It, = x; est connue sur s; et celle de
ty, Ity = yi, est connue sur so. On a donc :

. 1 t 1
R-R = {Z (—tgxk+ tyk> wy, —Z} + o(1)

U z v
ou Z =Y y(dxk +1yi) est le total de la variable linéarisée ry pour ¢ = —i—g
et Y = % Les poids wj, sont déterminés selon le procédé décrit auparavant.

Par conséquent, l'estimateur par substitution R est approximé par

. 1, diagz 0 a 1. 1
Ropt — R = NHOpt< 0 diagy)(,@>+NH_T_NZ

avec 0,y = ((akﬂpt)]kvzl, (bk’opt)]kvzl). Pour a; = a et by = b pour tous les
individus k dans la population U, on obtient
Ropt — R = agp(XY = X2) 4 by (V¥ =Y iy 1 — Z
avec
~ gy = oX"2 4 gV,
~ Qopt, bopt les parametres optimaux ;

— Z =) y(dxi + Yyi) est le total de la variable linéarisée ry.

Dans ce cas, ’estimateur par substitution de R a ’expression :

R bopti/2>k + (¢ - bopt)Y12
t = = .
o> aothl* + (¢ - aopt))(12

Comparaison avec des estimateurs naturels de R

1. On peut estimer R en ne considérant que l'intersection sis. En utilisant
la technique de linéarisation, on déduit que

12
R2_-R ~ Zrk%—Z:ngu—l—leQ—Z
U k

= tyr— 7,

A

Y12

avec R12 = ——.
X12

Il résulte qu’on peut approximer la variance de R2 par la variance de tg_7
notée Vi_r. Alors, on a toujours  AVaryp(Rept) < AVar(R'?) indépendemment
du plan de sondage utilisé.
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2. Une autre possibilité est d’estimer le total de X sur s; et le total de
~1,2 y2
Y sur sg. Il résulte que R est estimé par R = Ies On peut effectuer

I’approximation suivante

~1,2

~

R —R~o¢X'+4+yY?2-—2Z
Pour un sondage de Bernoulli bidimensionnel conditionnel a la taille, on a

OXT + Y2 = phy (X1 — X12) 4+ pho (V2 — V1) + iy p

ny ns

avec by = — et hg = —2 les taux de renouvellement. Il résulte alors que
ny 9

¢X' + Y? fait partie de la classe des estimateurs considérés (2.43) avec

=12
a = ¢hy et b = yhg et par conséquent la variance approximative de R est

supérieure a la variance approximative de R :

R ~1,2
AVarg,(Ropt) < AVar(R )

ou AVar représente la variance approximative.

Exemple du coefficient de régression.

2y Tktk

>ty
connue sur un échantillon s1 et la variable 7 sur s; Uss, la variable linéarisée
est T g (zp — 4 B) ot T =Y, t2. Donc

Pour le coefficient de régression B = quand la variable X est

B-B~r! Z(thk —2B)w) — 771 Z(thk —2B)
U U

ce qui correspond a l'equation (2.70). On peut déduire aopt, Copt €t dopt
optimaux et

—— 1%

B—-B ~ Tﬁlaopt (X *T — mm) +77'B [copt (?1* — ?12) + dopt (?2* - 7/'\12)}

— 1 Z(thk — tiB)
U

o X «T =3 apty, T = > 2. Leurs estimateurs de Horvitz-Thompson
SUr S1x, S12 €t S9, sont representés par un .
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2.5 Estimation par régression par polynémes lo-
caux dans des enquétes sur plusieurs échantillons

2.5.1 Introduction

Nous allons traiter dans cette section la prise en compte de I'information
auxiliaire dans des enquétes sur plusieurs échantillons. Nous avons passé en
revue dans le chapitre 1 les différentes approches pour tenir compte de I’in-
formation auxiliaire pour estimer le total d’une variable d’intérét. Dans le
cas de 'estimation dans des enquétes répétées, Bell (2001), Fuller & Rao
(2001), Hidiroglu (2001) et Singh, Kennedy & Wu (2001) proposent des es-
timateurs par la régression. Nous allons donner dans la suite une approche
différente.

On va se placer dans la suite dans le cadre de 'approche "model-assisted”.
Pour un modele de surpopulation linéaire, Sarndal et al (1992) obtiennent
que l'estimateur par la régression généralisée est approximativement sans
biais que le modele soit vrai ou non; par contre, si la relation entre la va-
riable d’intérét et la variable auxiliaire n’est pas linéaire, I’estimateur par la
regréssion peut avoir une grande variance. Des modeles nonparamétriques
ont alors été introduits pour permettre que les modeles soient bien spécifiés
pour des classes plus larges des fonctions ; on donne comme références Dorf-
man & Hall (1993), Chambers (1996) et Chambers, Dorfman & Wehrly
(1993) dans le cas de 'approche ” prédictive”. Pour 'approche " model-assisted”,
Breidt & Opsomer (2000) proposent d’estimer le total d’une variable a I’aide
d’une régression nonparamétrique par des polynomes locaux et ils concluent,
a I'aide de simulations, que I’estimateur ainsi obtenu est “presque aussi bon
que estimateur par la régression classique quand la fonction de régression
est supposée lincaire et il est supérieur pour le cas non-linéaire”.

On propose une extension au cas de deux échantillons s; et so, quand
une variable X est mesurée sur s; et une variable ) sur ss.

On commence par donner une description de la théorie asymptotique cor-
respondante aux deux échantillons. On présente ensuite les principes de 1’es-
timation par les polyndémes locaux dans le cas d’un seul échantillon comme
introduite par Breidt & Opsomer (2000) et par Kim, Breidt & Opsomer
(2003) dans le cas de deux-degrés, suivi d’une extension a deux échantillons.
On montre que l'estimateur construit vérifie les propriétés I’ADU (asympto-
tiquement sans biais) et de consistance et nous donnons une approximation
de l'erreur quadratique moyenne.
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2.5.2 Le cadre général

On s’intéresse aux propriétés d’estimateurs construits dans la suite quand

les tailles de ’échantillon et de la population deviennent tres larges. Une suite
infinie d’éléments {uy } est considerée et, pour chaque unité k, une variable
auxiliaire z uni-dimensionnelle est observée; on note cette valeur z;. On
note également x; et y; les valeurs des deux variable d’intérét X' et ) pour
le k-éme individu. On considére une suite de populations finies {U/;} de taille
{N;} avec Ny — oo comme introduite par Isaki & Fuller (1982) et Robinson
& Sérndal (1983). Soit Uy = {u1, ..., uk,...,un,} ={1,...,k,..., N} lapo-
pulation formée par les IV; premiers éléments de la suite {uy}; on a en par-
ticulier, Uy CUs CU3 C ... et 0 < N1 < Ny < N3 < .... On peut construire
alors la suite de populations finies Uy x Uy C Us X Us C Uz X U3 C ... de
tailles 0 < N1 * N1 < Nox No < N3 x N3 < ....
Dans la suite, nous allons étendre le cadre de Isaki & Fuller (1982) et Ro-
binson & Sérndal (1983) au cas ou on tire deux échantillons dans la popu-
lation. On sélectionne dans chaque Uy X U; un échantillon bidimensionnel
st = (s1t, S2¢) selon une loi de probabilité p,(s; = (s1¢,592:)). L'usage d’'un
plan bidimensionnel de sondage a été considéré pour la premiere fois par
Cotton & Hesse (1992) et plus récemment par Salamin (2002) et Deville &
Goga (2002) dans le but de controler la coordination entre échantillons pour
les enquétes répétées dans le temps. On a largement discuté au debut de ce
chapitre le plan bidimensionnel.

On note nq¢, nop et nyos les tailles de sq¢, so; et la taille de leur intersection
S12¢ = S1¢MSo¢. On note aussi niy et noy les tailles de s14 et respectivement
524t OU 814t = S1¢ — S12¢ €t 8244 = S2¢ — S12¢. Nous avons défini la taille d'un
échantillon bidimensionnel dans la définition 2.2.4. Soit ng, la taille de
st = (S1¢,82¢) comme le triplet ng, = (N1, N24t, n12¢). Une relation d’ordre
entre deux tailles ng, et ns, Tevient a avoir la méme relation d’ordre entre
chacune des composantes de ns, et ns,. On a par exemple ns, < ng, si
et seulement si nix < Niw, Nowe < Nos €t N1z < npgyp. On peut décrire
maintenant comment la suite d’échantillons {s;} est obtenue ; un échantillon
bidimensionnel s; de taille ng, est sélectionné dans U; x U, ensuite un
échantillon s de taille ng, est tiré dans Us XUz avec ng, < ng, et on poursuit
cette opération. On obtient une suite croissante vers l'infini ng, < ng, < ...
et ns, < (Ni, Ni, Ny). Cela implique en particulier que {ni:}, {na:} et {ni2}
sont aussi des suites infinies croissantes et que {sg+} pour & € {1,2,12}
sont construits comme dans Isaki & Fuller (1982).

Par analogie avec le cas unidimensionnel, les ensembles de probabilités de
premier et deuxieme ordre par rapport au plan bidimensionnel peuvent étre
définis (Deville & Goga 2002). Dans le cas de deux échantillons, nous avons
sept variables aléatoires attribuées a chaque unité dont trois d’entre elles
sont indépendantes; plus précisement, elles sont 5% = l{pese,) Pour tous
kEeUet® e {1,2,12,1%,2x,1U2, 1xU2x}. Dans la suite de notre étude nous
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allons prendre les variables 5,&?, 5,15, 5%2‘ comme base pour la tribu engendrée

par le couple (e},,€2,).

Comme on a vu au début de ce chapitre, on a trois ensembles de probabi-
lités d’inclusion classiques de premier degré notées ﬂ,i?, 77,32‘, 77,}/,% et calculées
par rapport aux plans marginaux pi., P2sx¢ €t au plan de 'intersection pio;
respectivement ; on a mpr = Pr(k € s14) = E(e};) et également pour m}2,
Trz;f .

Les probabilités d’inclusion multiples du second ordre sont 77,65’? = Pr(k €
Sotl € sgy) = E(eher) pour &, ® € {1x,12,2x} et k,l € Uy. Pour & = ®
on obtient les probabilités d’inclusion classiques du second ordre.

On note Agfz’ = 771632(8 — ﬂ'gﬂ'ﬁ pour tous k,l € Up et @, ® € {1x,12,2x}.
Comme pour @ = ® on obtient les probabilités d’inclusion classiques du
second ordre, la notation A,Eg’t@ = A%t sera utilisée dans ce cas.

Pour simplifier les notations, I'indice t est suprimé dans la suite. On a alors
I’échantillon bidimensionnel s = (s1, s2) séléctionné dans U x U selon le plan
p(s = (s1,82)). L’espérance et la variance par rapport au plan de songage p
seront notées I, et V,.

2.5.3 L’estimateur proposé

On veut construire un estimateur de ) = ¢, —t, ol t, est le total de la
variable X mesurée sur un échantillon s; et ¢, est le total de ) mesurée sur
un échantillon so différent de s; mais avec une intersection non négligeable ;
ty = > u®k, ty = >y Yk On considere que notre population peut étre
vue comme un échantillon dans un surpopulation infinie. Nous supposons le
modele de surpopulation infinie £ suivant

wp = f(2k) + €k (2.79)
Yk = g(zk) + Mk (2.80)

ou f et g sont deux fonctions supposées contintiment dérivables, € et g
sont des variables aléatoires indépendantes d’espérance zéro et de variance
v(xk) et r(yk). On note £ et V 'espérance et la variance sous le modele &.
L’idée est d’utiliser I'estimateur pour le total d’une variable construit par
Breidt & Opsomer (2000) et de le modifier proprement dans ce nouveau
cadre.

L’estimation par polynémes locaux dans le cas d’un seul échantillon

On rappelle briévement comment un total est estimé a l’aide de polynoémes
locaux. Si on veut estimer le total de X connu seulement sur échantillon s
sélectionné dans U selon un plan p; (qui selon les notations de la section
précédente est le plan marginal de p(s = (s1,s2)) par rapport a s1) et si
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on suppose que la fonction de régression f(zj) donnée par (2.79) est connue
pour tous k € U alors la différence entre I’estimateur p;-sans biais Horvitz-
Thompson sur s1, noté X7, et son biais par rapport au modéle & vérifie
les conditions d’étre sans biais par rapport au modele £ et au plan p;.

S L2

S1

(2.81)

Xur E 5()2HT_X)
= Pr(k € s1)

On ne connait pas f; pour f paramétrique, on obtient X = Xcrpa Desti-
mateur par la régression généralisée (Sarndal, Swensson and Wretman 1992)
qui reste £-sans biais mais devient asymptotiquement sans biais et consistant
quand on remplace le parametre du modele par son estimateur sur s; (Ro-
binson & Sérndal 1982). Cet estimateur est efficace seulement si le modele
supposé est vrai. Breidt & Opsomer (2000) construisent un estimateur plus
robuste en supposant un modele de régression nonparamétrique suivi d’une
estimation par des polynoémes locaux. En supposant que f est une fonction
lisse et v une fonction positive et lisse, les N quantités inconnues f(zx) sont
estimées en deux étapes :

i. “POPULATION LEVEL” : sous le modéle &, des estimateurs
fAkU de f(zx) sont obtenus & l’aide d’une régression nonparamétrique
par des polynémes locaux de degré ¢ (Fan 1992) pour tous k € U. Cela
revient a faire pour chaque unité & € U une régression locale pondérée
avec des poids qui dépendent, via un noyau, de la taille du voisinage
de k. La taille de ce voisinage est controlée par un parametre h, appelé
fenétre dans la littérature. A chaque individu dans la population on
associe donc un poids qui dépend de sa distance au point o1 on estime
la régression. Ce poids est d’autant plus faible que le point est éloigné
de I’endroit ou on fait la régression locale par un polynome. Les fry
pour tous k € U sont des quantités basées sur toute la population et
par conséquent inconnues.

ii. “‘SAMPLE LEVEL” : sous le plan de sondage p;(s1) et pour
tous k € U, les quantités fry sont estimées par des estimateurs de

Horvitz-Thompson notés fksl

£ 2 nls) 3
flzr) = fir = frs, k€U
tz = Yy @k est alors estimé par I'estimateur obtenu en remplacant, dans

(2.81), les f(zx) par fy, :

v Tk — ]?k >
Xo = LTt L e (2.82)
S1 U
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Sous certaines conditions, Breidt & Opsomer (2000) montrent que X} est
asymptotiquement sans biais (ADU) et consistant pour t, = ) ;; &} avec
lerreur quadratique moyenne approximée par la variance de 'estimateur
par la régression généralisée

~ 2
Xe—ta) _ 1 £ P \Th T !
Ep, <N> = N2 Z (Tr — frv)(z — flU)T to n (2.83)

kleU k7l
T = Pr(k&l € s1)

La variance ainsi obtenue est inférieure a la variance obtenue en supposant
un modele linéaire, c’est & dire la variance de XG rEG- Par rapport a XG REG,
X est approximativement £ sans biais et il est £-sans biais si la fonction
f(.) est un polynome de degré inférieur ou égal a q.

L’estimation par polynémes locaux dans le cas de deux échantillons

On propose d’estimer @ = t, —t, par Q = X — Y dans le cas ou les
valeurs f(zj) et g(zx) données par (2.79) et (2.80) sont supposées connues
pour tous k € U. On estime t, dans sq,4 par Xl* et dans s1o par Xlg, X12 et
Xl* sont construits en utilisant (2.81). On considére ensuite, pour estimer
t., l'estimateur composite de X1, et Xlg; il résulte que X a I’expression
suivante

N zp — f(2k) vy — f(2k)
X—a{zl*+2f(zk)}+(1—a) {Z — —l—Zf 2k }
S1x Tk U S12 Tk
(2.84)
avec o constante. On procede de la méme maniere avec t,,, pour une constante

0 :

Vv — 6{2% Q*Zk +Zgzk} (1 B{Zyk 12Zk Zg(zk)}-
U

S2x% 512

(2.85)
On rappelle que s1, = $1 — S12, S12 = S1 U 83 et So, = S9 — Sq19.
Les fonctions de régression f(zx) et g(zx) sont inconnues; elles sont estimées
en deux étapes comme dans le cas d’un seul échantillon.

1. POPULATION LEVEL : Pour tous k € U, on estime f(zx) et g(zx)

par J/t;cU et gru-
2. SAMPLE LEVEL :

® fru est estimé dans s1. par fi, ) et dans s12 par fig .

e gy est estimé dans so, par ?2*’,f et dans s12 par gy -
On remplace dans (2.84) et (2.85), les fi et gx par les estimateurs obtenus
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ci-dessus. Il résulte que ¢, et t, sont estimés avec biais par

)?wzaZLlf*lm—i-(l—a)Z f12k+2{0éf1*k+(1—04)f12k}

S1x Tk s12 Tk
(2.86)
Yk — 9 * Yk — élQ,k 2 A
Y, = ﬂz 2k (1—5)ZT+Z{592*,k+(1—5)912,k}-
82 512 Tk U
(2.87)

On donne les expressions explicites de ka, f@k, gy et §®,k pour k € U
et @ € {1x,12},® € {12,2x}. Pour cela, nous considérons les noyaux K, H
avec les propriétés classiques (Fan & Gibels 1996) et les fenétres hq, ho. Pour
le choix de fenétres, on se rapporte a Breidt & Opsomer (2000). L’estimateur
par polynomes locaux de f(zx) est for = Py Ty ou pour tous k € U, le
vecteur des poids pj;, a 'expression suivante :

Py = (1 0...0)(Zy, PurZuk) 2}, Pur
Zypk=1 z—zk...(z1— 21) v (2.88)
Py = diag { LK (22
Uk & 1k h leu
L’indice U d’un vecteur indique que celui-ci est défini sur toute la popula-
tion; il résulte que Zyy, est de dimension N x (¢ + 1) et Pyy de dimension
N x N. Pour ¢ = 0, fry est estimateur a noyau de f(zx) ce qui montre
qu’en considérant une estimation par des polynémes locaux de degré g on
généralise ’estimation par noyau.
D’une maniere analogue, on estime g(zj) par

~ /
gkU = WyurYyu-

. PR / .
Le vecteur des poids wy;;. s’obtiennent comme pj;,. en remplacant la matrice

Py par
1 2 — zk> }
Wy = dia H .
Uk = g {h2 ( hy eu

Les quantités ka, gru sont définies sur toute la population U et par conséquent
elles sont inconnues. Nous allons estimer fru par les estimateurs de Horvitz-

Thompson basés sur si., Si2, notés fl*k et lek, JrU est estimé par le
meéme type d’estimateur basé sur si2 et sa. et notés 912 i €t gQ* - On donne

ci-dessous l'expression pour f1* . les autres estimateurs s’obtiennent de
manieére analogue en rempla(;ant les poids 7r * par les probabilités d’inclu-
sion correspondant & chaque échantillon ut1hse. L’indice s1, d’un vecteur
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indique que celui-ci est défini sur I’échantillon si,.

fl* k = pgl*’kmsl*
p,Sl*,k = (1 0. O)(Z/ PS1*,kZS1*,k> 1Z/ P

S1x 1k Stw,k™ Slxk (289)
P, = diag{ ——K (2L2*
Trk hl hl lGShk

2.5.4 Quelques résultats

Nous supposons que les conditions générales concernant la distribution
des erreurs € et 1 sous les modeles ainsi que celles portant sur les noyaux K
et H et les fenétres associées sont vérifiées (ce sont les conditions A; — As
de Breidt & Opsomer 2000). De plus, on suppose que les rapports, deux par
deux, entre les tailles m1., ni2 et no, sont toujours finis. Nous supposons
également que les probabilités d’inclusion multiples du premier et second
ordre vérifient :

min7y > A\g >0, min 29> 6. >0 et lim sup n max A < 00
keU © kleU ki © NJZO P e A5
(2.90)

pour @, ® € {1x,12,2x}. Quant aux probabilités d’inclusion d’ordre supérieur,
on suppose que pour chaque @, ® € {1x,12,2x} les conditions suivantes sont
satisfaites :

|G N G I | < o
- 2 4,N
(2.91)

ot Dy n est 'ensemble de tous les quadruples differents (i, j, k,1) dans U et

lim max ‘E 6@5@ 7P (ePe® — 7P7® ‘ =0 2.92
N-00 (i,j,k1)€Da e o) Ee k) (2.92)

lim sup ng max ‘E (¥ @)2(&‘;9 — 77?9)(5? -7 )‘ < oo (2.93)
N—o0 (i,4,k)€D3, N

pour D3 y est I'ensemble de tous les triplets differents (4, j, k) dans U.

La technique de linéarisation par une développement de Taylor est uti-
lisée afin d’étudier les propriétés liées au plan de sondage pour 'estima-
teur ainsi construit. On décrit en, détail dans la suite la linéarisation de
fl* > toutes les autres quantités f12 k> 912 ko gQ*  bour tous k € U, s’ob-
tiennent de la méme fagon. Les ka sont des fonctions des totaux pour tous
k: € U. Plus précisement, fry = F(N~1t;) qui est estimé dans si, par

fl*k = F(N7't1.4); pour chaque k € U, le total t; ainsi que son esti-
mateur d’Horvitz-Thompson sur s, tl*,k sont des vecteurs de dimension
G = 3q + 2 quand une estimation par des polynomes locaux de degré ¢
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est employée (Breidt & Opsomer 2000). Leurs expressions explicites sont
données ci-dessous :

G
ty = (tkg)ngl = <ZUZgz>
g=1

ieU

1 (2.94)
f31>i<,k = (fl*,kg)le = <Z ukgz 1*
€U g=1
ol up,; = %K(%)u;gl avec
~1
ukgi - { (Zi _ Zk)g_2q_2xi , g > 2q —+ 1. ( 95)

Issue d’une développment de Taylor, la quantité Rk 1 est définie comme
suit :

1*
Rii. = f1*k ka_Zukz< 1*—1>, kelU

€U
a W
Ui . Z afl*,k
{2 - PYErEET N
g:l 8(N71t1*7kg)

Sous les conditions (2.90)-(2.93) quand @& = ® = 1%, on se place dans
le cas d’un seul échantillon ”s1,” et alors, on peut appliquer les résultats

obtenus par Breidt & Opsomer (2000); il résulte en particulier que N ™'t

(2.96)
il*,k:tk uzg’b Z.a k E U

et N *1’51*7;{ apres fru, fi.k et les quatre premieres dérivées partielles de

J1e en trop = ty, RY |, sont uniformement bornées; en outre,

* 1
e Z Ep,. (Rg1.)" = O(——5) et alors (2.97)
keU
Jim S B (Fr - fu) =0 (2.98)
keU
Par conséquent,
Xl* T tw
1 E —_—= = 2.
Ngnoo P1x < N > 0 ( 99)

~ 2 1* 1x
X1« =tz 1% R A
nis E ., T = 2 Z (zx — frv) (@1 — fir) 42 1* e +0(1)
klcU T
(2.100)

ol Xl*m est I'estimateur obtenu en remplagant fk,51 par f1*7k dans (2.82).
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Résultat 2.5.1 L’estimateur QW =X, Y,

i. est asymptotiquement sans biais pour QQ = t, — 1y :
. QW - Q
1 E — | =
A p < N 0

it. est consistant pour Q =t —t, :
lim P ( @n =0
t—o00

N
avec & probabilité 1 et € > 0.

avec € probabilité 1.

Preuve : On note Xy, r et X9 les estimateurs de X obtenus apres avoir

remplacé f ar f et f dans (2.82). Il résulte que (2.86) devient
p fk,sl p fl*,k f12,k q
Xﬂ’ = aXl*Jr + (1 - a)X12,7r~

De manitre analogue, Yy = ﬁYQ*,n +(1- ﬁ)fflgm et alors

), — Xior — X Xior — X
EP<QNQ> < aEpl*(bk’}rV>+(1—a)Ep12<12’;\/.‘>+

Your —Y Yigs —Y

ﬂEpz*(aﬁv>+(1B)Ep12<}rV>

et tous les termes a droite de I'inégalité ci-dessus tendent vers zéro conformement
a (2.99).
On a donc limy_.c E (‘QL]\FQD = 0, et en particulier Qﬂ est asymptoti-
quement sans biais et consistant pour Q).

1

Le résultat suivant fournit une approximation de I'erreur quadratique.

Résultat 2.5.2 Notons f'U et gy les vecteurs N-dimensionnels d’éléments
Jru et ggu pour k € U
H% = diag (F?)kzl’m,]\[ pour ® € {1x,12,2x}. Alors

) R 9 Al* Al*’2* Al*,lQ
X V) )—(X-Y kl kl kl
nEp<< ) >> =z¢ | AR AR AT | ero()

N Nl A ap
(2.101)
ol
(H}\}k)_l 0 0 Oé($U — fU)
c= 0 ()~ 0 —B(yy — &v)
0 0 ()~ (1 —a)(zy —fu) — (1-B)(yy — &v)

163



Preuve : C’est une application directe du résultat (2.3.3) qui donne 'ex-
pression de la variance de type Horvitz-Thompson dans le cas de deux
échantillons et de (2.100) considérée a la fois pour Xl*m, )A(lgm, }/}2*7” et
Ylgﬂr. On fait la remarque que la taille n qui intervient dans (2.101) peut
étre une des valeurs ni., n12 ol no, puisque le rapport de deux parmi les
trois est toujours fini.

[
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Chapitre 3

Une approche
nonparamétrique par splines
de régression pour tenir
compte de 'information
auxiliaire dans les sondages

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la prise en compte, par un modele nonpa-
ramétrique, de I'information auxiliaire afin d’améliorer ’estimateur d’un to-
tal. L’approche considérée est I’approche dite de superpopulation pour une
classe d’estimateurs de type model-assisted décrits dans le Chapitre 1, Sec-
tion 1.5 pour lesquels la relation entre 'information auxiliaire et la variable
d’intérét n’est pas nécessairement linéaire, ni méme paramétrique. Il est vrai
que les estimateurs, sous un modele linéaire, sont protégés contre les mau-
vaises spécifications du modele au sens ou ils sont asymptotiquement sans
biais et consistants par rapport au plan de sondage. Néanmoins, si la vraie
relation n’est pas linéaire, l'efficacité, en terme de variance, de I'estimateur
par la régression généralisée TG RrEC sous un modele linéaire peut se révéler
mauvaise, méme par rapport a ’estimateur de H-T qui, pourtant, ne prend
pas en compte l'information auxiliaire. La bonne spécification du modele
peut se montrer importante pour les qualités de 'estimateur. Il s’agit alors
d’un probléme de robustesse (Cassell et al., 1977) du modele vis-a-vis de la
réalité.
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Nous proposons ici un modele, dit nonparamétrique, qui couvre une
classe beaucoup plus large de relations entre information auxiliaire et va-
riable d’intérét, en imposant uniquement des conditions de régularité (dérivabilité)
sur la fonction de régression. Contrairement au modele linéaire ou il suffit de
connaitre la somme des valeurs de 'information auxilaire sur toute la popu-
lation, les estimateurs basés sur des modeles nonparamétriques ont besoin
que l'information auxiliaire soit connue sur toute la population, ce qui est
fréquent de nos jours avec les progres de I'informatique. Nous laissons ainsi
aux données une chance de s’exprimer.

Les premiers auteurs a considérer des modeles nonparamétriques en
théorie des sondages sont Kuo (1988), Dorfman (1992), Dorfman & Hall
(1993), Chambers (1996) et Chambers, Dorfman & Wehrly (1993) pour la
classe des estimateurs model-based. Récemment, Breidt & Opsomer (2000) et
Kim, Breidt & Opsomer (2003) ont proposé des estimateurs model-assisted
du total d’une population pour les sondages a une ou deux phases. Ils
adoptent pour cela une approche par polynoémes locaux (Fan 1992, 1993;
Fan & Gibels 1996) qui consiste a effectuer en chaque point une régression
linéaire pondérée, la pondération étant controlée par une fonction appelée
noyau et une fenétre associée. Ces poids donnent moins d’importance aux
individus les plus lointains. Cette méthode nécessite donc d’effectuer autant
de régressions qu’il y a d’individus dans I’échantillon, ce qui peut se révéler
tres lourd lorsque la base de sondage est grande.

Nous proposons ici une méthode alternative, beaucoup plus simple et
rapide. Notre estimateur de la fonction de régression est décomposé sur une
base de fonctions B-splines (Dierckx 1993), ce qui revient a construire un
modele linéaire dont le nombre de variables (les B-splines) n’est pas fixé a
I’avance. Dans le cadre classique de la régression non-paramétrique, ces esti-
mateurs possedent les mémes qualités que les polynomes locaux (Zhou, Shen
& Wolfe 1998). L’estimateur obtenu est une somme linéaire en yy, les valeurs
de la variable d’intérét sur ’échantillon, avec des poids qui ne dépendent pas
de la variable d’intérét. De plus, le parametre de la régression sur la base
de B-splines est indépendant de I'unité dans la population contrairement au
cas des estimateurs par les polynomes locaux. Cette methode garde alors
les propriétés du modele linéaire classique de régression, qui d’ailleurs est
un cas particulier de 'estimation par des B-splines, mais en méme temps
elle donne une généralisation du modele linéaire classique de régression. Par
ailleurs, les estimateurs ainsi obtenus peuvent s’étendre facilement au cas de
plusieurs variables auxiliaires.

Le modele de superpopulation, ’estimateur spline ainsi que I'estimateur
du total sont présentés dans la deuxieme section de ce chapitre. La section
3 présente les principaux résultats théoriques. L’estimateur obtenu est une
somme pondérée des valeurs de la variable d’intérét sur I’échantillon avec
des poids qui vérifient les équations de calage pour les totaux de fonctions
B-splines. Sous des conditions générales nous montrons que notre estimateur
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est asymptotiquement sans biais et consistant par rapport au plan de son-
dage. Nous retrouvons en particulier pour les estimateurs de type Horvitz-
Thompson des vitesses de convergence de I'ordre de n~'/2 ce qui est courant
dans la théorie de sondages. En outre, le parametre de la régression sur la
base de B-splines a une norme de 'ordre K1/2 ce qui est normal compte tenu
des propriétés de B-splines et du fait que son nombre de composantes K tend
vers I'infini ce qui n’est pas le cas pour la régression classique ou il est fixé.
Nous donnons une approximation de la variance sous le plan de sondage de
I’estimateur ainsi construit par la variance de type Horvitz-Thompson pour
les résidus d’estimation et nous montrons également que la variance anti-
cipée atteint asymptotiquement la borne de Godambe-Joshi (1965). Dans la
section 4, des simulations confirment les bonnes propriétés de notre estima-
teur. Les calculs ont été effectués avec le logiciel R. Nous proposons dans
la section 5 une breve discussion sur les extensions possibles. Finalement, la
derniere section regroupe les démonstrations.

3.2 Modéle et notations

On considére une population finie U = {1,...,k,..., N} et on sup-
pose connues les valeurs d’une variable auxiliaire unidimensionnelle X pour
toutes les unités k dans U; on note ces valeurs x; pour k € {1,...,N}. Un
échantillon s de taille fixe n est sélectionné dans U selon un plan de sondage
quelconque p(s) et la valeur de la variable d’intérét ) est observée pour
chaque unité dans I’échantillon ; on obtient y; pour k£ € s. Pour chaque indi-
vidu k € U, la probabilité d’inclusion dans s, my = Pr(k € s), est supposée
strictement positive; de méme, m;, = Pr(i,k € s) > 0 pour tous i,k € U.
Pour chaque individu k dans la population, on note I, = 13,y la variable
indicatrice d’appartenance dans I’échantillon s. Nous voulons estimer le total

de Y sur U,
ty = Z Yk-
keU
On suppose que la population finie U peut étre vue comme un échantillon
dans une surpopulation infinie &, la relation entre les valeurs yi et zp est la
suivante

£ yp = flop) +ex (3.1)

ol f est une fonction inconnue et les erreurs €, sont des variables aléatoires
indépendantes, d’espérance nulle et de variance v(xy) = vi. On suppose que
les zy, € [0, 1] pour tous k.

On construit un estimateur de la fonction f par splines de régression.
Définissons pour cela I'espace des fonctions spline d’ordre m (m > 2) et avec
K noeuds intérieurs 0 = §p < & < ... <&x <&xy1 =1

Skm = {s € C"™2[0,1] : s(z) un polynéme de degré m-1 sur (&;,&541)}
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On considere dans la suite la situation ou les noeuds sont équidistants. Pour
m = 1, Sk 1 est 'ensemble des fonctions en escalier sur les sous intervalles de
[0, 1] définis par les noeuds et pour m = 2, Sk 2 est 'ensemble de fonctions
continues sur [0,1] et linéaires par morceaux. L’espace Sk ., est un espace
linéaire de dimension ¢ = K 4+ m dont une base est constituée des fonctions
B-splines (Bj(.))?:1 définies de la maniere suivante (Schumaker 1981, Dieckx
1993) :

Bj ales noeuds &j_,, ..., &;

Bi(z) = émi (&1 — 2l
’ ’ -0 7” 0,r#l é] L= éjfr)

ot (§j—; — )}~ V= (& —2)™ 1 si & > x et zéro sinon. Les fonctions B;
sont représentées dans la figure 3.1, elles ont les propriétés suivantes :

i. Bj(xz) > 0 pour tout z € [0,1].
ii. Bj(xz) =0 pour z ¢ [{j—m,&;)-

iii. >39_) Bj(z) = 1 pour tout z € [0,1].
On estime f par lestimateur des moindres carrés f(z) € S K,m

fla) = Zgzl éij(lt) oll

N A ) 2 (3.2)
0= (r,.... 0, = ming, S0, (e — 0 0,B5(w))

Introduisons quelques notations utiles pour la suite.
(N1) : Soit By la matrice de taille N x g d’éléments Bj(xy) pour k € U,
7 =1,...,q et B sa restriction a ’échantillon s, c’est-a-dire

By = (Bj(ﬂfk))keU,j:L.“,q’ B = (Bj(xk))kes,j:h..,q'
(N2) :b(z) pour k € U sont les lignes de By; b (zx) = (Bi(xk), - .., By(xr)) -

By = (b'(x))kev

(N3) : On note yy;, (respectivement f;;) le vecteur d’éléments y;, (res-
pectivement f(x)) pour k € U. Leur restriction sur s sont notées y,

et f..
Yy = (yla cee 7yN),7 Ys = (yk);cEs

fo=U@), . f@n)s  fo=((@r)kes

(N4) : Pour simplifier les écritures, on pose f(zx) = fi, k € U.
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F1a. 3.1 — (a) Description de la base des fonctions B-splines pour 5 noeuds
intérieurs et m = 3. (b) Exemple d’approximation spline (en pointillés) de
la fonction f(z) = x + sin(47x) observée de maniére bruitée en 100 points
de mesure.
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Avec ces nouvelles notations, ’estimateur par B-splines de fj défini en
(3.2) s’écrit pour chaque xy, k € U :

Je=b(z)0 keU (3.3)

6 = (B'yBy) 'B'yyy .

en supposant que la matrice B’y By est inversible.

On note
(N5) : fr = (fi)ker et fs = (fr)res sa restriction sur I'échantillon s.
On a
F,—Byb ot F.—B.b.

Si on connait fi pour tous k € U, on estime sans-biais par rapport au plan
p et au modele ¢ le total ¢, par I'estimateur par la différence généralisée
(Cassel et al. 1976)

0 _ Yk — fr
fo=>" — > (3.4)
kes keU

Malheureusement, dans la pratique on ne connait pas les f;. Nous proposons
d’expliciter la construction de notre estimateur en deux étapes.

On considere d’abord, pour chaque fi, U'estimateur par B-splines fk
(3.3). Si on remplace dans (3.4) les fi par fi, on obtient un estimateur
pour le total ¢, qui est toujours p-sans biais mais approximativement {-sans
biais :

i, = ZW+Z]’,€. (3.5)
kes keU

On observe qu’on ne peut pas calculer les quantités fk. pour k € U
puisqu’elles sont définies en fonction du vecteur inconnu y;;. On considere

donc le m-estimateur de fk dans I’échantillon s, noté fk pour tous k € U ce

qui revient & considérer le m-estimateur de 6 dans 1’échantillon s, noté 6
N ) 2
) fe=b(zp)0 keU (3.6)
0 = (B,sns_lBS)_lB,sHs_lys
avec IT; donné ci-dessous dans (N6). Alors,
fu=(fdrev =Bu@ et F,=(fi)res = BsO.
Finalement, I'estimateur par B-splines du total ¢, est obtenu en remplacant

dans (3.5) les fj, par fi comme suit :

iyﬂr = ZW"‘Z]@I{ (37)

kes keU
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On a utilisé la notation
(N6) : IIy = diag(mg)rev avec la restriction sur s : IT; = diag(mg)kes
et on introduit les notations suivantes fréquentes dans la régression lineaire
(N7) : Ty = B’y By avec Ty = B’,II;!' B, son estimateur sur s.

OnaTy =3 blay)b(z) ot Ty =Y Wlkb(mk)b’(mk).
U

S
(N8) : On note Iy la matrice unité d’ordre N et I sa restriction sur s.

3.3 Les principaux résultats

Nous présentons dans cette section les propriétés asymptotiques de l'es-
timateur tAyW.

Pour cela nous devons supposer que les tailles de la population et de
I’échantillon deviennent de plus en plus grandes. Isaki & Fuller (1982) donnent
une méthode pour obtenir une population et un échantillon avec des tailles
qui tendent vers l'infini. Ce théeme a déja été abordé dans chapitre 2, sec-
tion 6. Une suite infinie d’éléments {uy}r est considerée et, pour chaque
unité k, on observe la valeur zj; de la variable auxiliaire X. On considere
une suite de populations finies {U;} de taille {N;} avec Ny — oo. Soit
U = {ur,...,uk,...,un,} = {1,...,k,..., Nt} la population formée par
les Ny premiers éléments de la suite {uy}x; on a en particulier, Uy C Us C
U3 C ... et 0 < Ny < Ny < N3 < .... On sélectionne dans chaque U
un échantillon s; C U; de taille n; selon une loi de probabilité p;. La suite
des échantillons n’est plus emboitée, contrairement a celle des populations,
mais avec des tailles qui tendent vers I'infini : n1 < no < ... < ny < ... et
ng < N pour tous t. Pour chaque plan p; on peut calculer les probabilités
d’inclusion du premier et du deuxieme degré, notées m, = Pr(k € s;) et
Tt = Pr(k,l € s;). Les conditions posées ci-dessous concernent plus pre-
cisément les suites (N¢)¢, (n¢)¢ et (g ¢)e, (Tr,)e o1t pour alléger les notations
on a supprimé 'indice t.

n
1). lim — = 1).
(1), Jim " =re (1)
(C2). La fonction f est m fois continuement dérivable sur [0, 1].

1
(C3). N Z y? < oo conditionnellement aux valeurs réalisées y1, ..., yn

keU
sous le modele &.

C4). minmp > A >0, min m > Ax >0
(C4) ey " " ikeU R ’
limy_oon max |my — mms| < oo.
N—oo i#kEU’ ik ) k‘
(C5). K =0(N)
(C6). 1l existe une fonction de répartition Q(zr) admettant une densité
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strictement positive sur [0, 1] telle que

sup |Qn(z) — Q(z)| = o(K ™)

z€(0,1]

ot Qn () est la distribution empirique de (z;)¥ ;.

(C7). N Z €% < oo conditionnellement aux valeurs réalisées y1, ..., yn

keU
sous le modele &.

(C8). suppey vi < 00.

La condition (C1), classique pour les modeles de superpopulation, in-
dique qu’asymptotiquement la taille de la population ne doit pas étre trop
grande par rapport a la taille de I’échantillon et inversement que la taille de
I’échantillon ne doit pas étre trop grande par rapport a la taille de la popula-
tion. Les conditions (C2) et (C5), classiques en estimation nonparamétrique
(cf. par exemple Zhou, Shen, & Wolfe 1998, Burman 1981), signifient que
la fonction a estimer f doit étre suffisamment réguliere et que la dimension
de la base des B-splines ne doit pas croitre trop rapidement avec la taille de
I’échantillon. La condition (C3) signifie que la variable ) admet un moment
d’ordre deux (la méme chose pour C7) et la condition (C4), que I’on retrouve
par exemple dans Isaki & Fuller (1982), Robinson & Sarndal (1983), Breidt
& Opsomer (2000) est une condition technique sur les probabilités d’inclu-
sion du premier et deuxieme degré qui assure que tous les éléments dans
la population ont une probabilité strictement positive d’étre sélectionnés et
qu’il est possible de construire un estimateur de la variance. La condition
(C6) classique en estimation nonparamétrique assure qu’asymptotiquement
il n’existe pas de sous intervalle [0, 1] qui ne contienne aucun point x. Cette
hypothese assure l'inversibilité de la matrice B}, By. Finalement, la condi-
tion (C8) suppose que la variance du bruit est une fonction bornée. Les
preuves des principales propriétés se trouvent dans la derniere section.

3.3.1 Calage et estimation par splines de régression

L’estimateur %, , défini en (3.7) est une somme pondérée des yi, k € s
avec des poids qui ne dépendent pas de ) et qui indiquent & la fois "appar-
tenance de 'unité k dans I’échantillon et 'information auxiliaire. On donne
ci-dessous leur expression :

fk = b,(l'k)(B/sH;lBs)_lB/sﬂs_l Ys = WisYs-

Wis

Alors,

~+

A o Yk Ek
y,m Zﬂ-k—i—gj (1_7_%) WeksY s

kes
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= Z%—FZZ (1 - ;i) wkselnsyl

les les keU
1 Ek l
S ERD ol (B R Y
M T
les keU
c
= > _wiw
les

ou elns est le vecteur de taille ng avec la valeur 1 sur la [eme position et zéro

ailleurs. Les quantités wj, sont appelées dans la suite les poids de calage :

wiy, = ;—FZ

<1 — 6k> 'wksefls. (3.8)
Tk
keU

On peut appliquer alors les poids ainsi obtenus, wy,, aux variables B;(xy)
des totaux tp, = Y oy Bj(z) connus pour tous j =1,...,q.

Proposition 3.3.1 : Les poids wj, vérifient les équations de calage sui-
vantes (d’ou le nom de poids de calage) :

wasBj(xl) = Z Bj(x;) pour tous j =1,...,4q. (3.9)
les leU

3.3.2 Quelques propriétés de ’estimateur

Proposition 3.3.2 : Les vecteurs b(zy) = (Bi(xg), ..., Bqy(xy)) satisfont
également ’équation de calage (3.9) :

Z wib(zy) = Z b(xy).

kes keU

Proposition 3.3.3 : Les vecteurs b(xy) = (Bi(xk), . .., By(xg))', pour tout
k € U, satisfont la relation

1:] X b(xk) =1.
ot 14 est le vecteur unité de dimension q, 1;, = (1,...,1).

Cette propriété résulte du fait que les quantités B;(xy) pour j = 1,...,q
satisfont Z?:l Bj(xy) = 1 pour tous xy.

Alors, les vecteurs b(zy,) satisfont ¢’ x z;, = 1 (Sdrndal 1980) pour ¢ = 1, et
le vecteur d’information auxiliaire z; = b(x) ce qui correspond au systéme
des m-poids appliqués a @ et discutés par Sarndal (1980) comme alternative
au meilleur estimateur linéaire sans biais dans le cas d’un modele linéaire.
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Proposition 3.3.4 : On note E, = yi — fk pour tous k € U les résidus

dans la population. Alors,

ZEkzo.
U

Cette relation est obtenue en considérant les équations normales pour 6

> b(ak)yr — b (21)0] = 0
U
et en faisant le produit scalaire avec le vecteur 1, :

> 10b(xk)Er = 0.

U

En appliquant la propriété (3.3.3), on obtient ) ;; £ = 0.

Proposition 3.3.5 : On note e, = yj, — fr pour tous k € U. Alors

Z;—Z:o.

S

Pour montrer cette relation, on prend les équations normales pour 6

> b(::)[yk —b/(2,)8] = 0

S

et on procéde de la méme maniere que pour montrer la propriété (3.3.4).

Proposition 3.3.6 : L’estimateur wfy7T peut s’écrire comme le total des quan-

tités f}.,

tAyw:Z.]%k'

keU
C’est une conséquence directe de la propriété 3.3.5.
A1
Proposition 3.3.7 : On note Gy =T, B’,II;' alors

1,10, (B;G, — I;) = 0.

Ona BT, B, = (b'(xi)ir;lb(a:k)) et alors

i,kEs
~—1
1.,0,;'B,G, = 1.01,;'B, T, B’ 11!

_ (731 <Z ;b'(xk)T;) b(z1),. .., Wln (Z 7T1kb’

S
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1 1 .
et comme 1/,IT; 1T, = (> il suffit de montrer que Z —b(x),)T, 1b(:ci) =
Tk /) kes s Tk

1 pour tous 7 € s. On a

. 1 1
V=Y F—kl’qb(mk)b'(xk) => ;kb'@;k)

par la propriété 3.3.3. Avec cette identité, la relation & prouver devient

toujours par la propriété 3.3.3.
On peut montrer de la méme fagon la propriété suivante :

Proposition 3.3.8 : On note Gy = Tl}lB’U alors

(In—-G'yB'y)1ly =0. (3.10)

3.3.3 Propriétés de {yﬂ par rapport au plan de sondage

Nous allons montrer que I'estimateur ainsi construit tAy7r est asymptoti-
quement équivalent a ’estimateur d’Horvitz-Thompson ¢ g7 et a I'estimateur
par la régression généralisée t,. Nous donnons les preuves dans la section 6.

Proposition 3.3.9 : Sous les conditions précédentes C1-C7,

L. n 1
~ (b — ur) = O (K /m)'/2)

ol tyr = Z 7% est l'estimateur d’Horvitz- Thompson.

L’estimateur fyﬂ est donc asymptotiquement sans biais et consistant pour
ty.

s

Proposition 3.3.10 : Sous les conditions C1-C7
1 ,. .
N (tyﬂ - ty) =0p (KS/Q/">
N Yk — fk ¢
s U

Il résulte de la propriété ci-dessus que lorsque K = o(nl/ 3), on a

N Yty —t,) = N7L(l, — t,) + 0p(n~Y/?). (3.11)
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Proposition 3.3.11 :La variance de tAy7r peut étre approrimée par la va-
riance de [’estimateur fy, c’est a dire la variance de type Horvitz- Thompson

pour lerreur de prévision Ey = yi — fk pour tous k € U,

Vary (ty:) ~ 2ZZA Yk — fkyz fl (3.12)

keU €U

On obtient ainsi que la variance approximative de t,, est inférieure a celle
donnée par un modele paramétrique.

3.3.4 Variance sous le modele et sous le plan

Isaki & Fuller (1982) introduisent le critere de la variance anticipée (”an-
ticipated variance”) pour évaluer un prédicteur d du total t,. La variance
anticipée est la variance de %(d—ty) calculée sous le plan p et sous le modele

£,

Var (le(d - ty)) ~ EE, (jlv(d - ty))2 _ <E5Ep (;f(d - ty)>>2.

Pour des prédicteurs d qui sont £-sans biais, cette variance devient ’espérance
sous le modele de la ” design mean square error”, E¢ E, (4 (d—t,))?, considérée
aussi par Sarndal (1980) comme un indicateur de la qualité du prédicteur
utilisé. Dans notre cas, tAyTr est asymptotiquement pé-sans biais ce qui im-
plique que la variance anticipée Var (3 (tyx —ty)) et E¢Ep+ (tyr — t,)? sont
asymptotiquement équivalentes; on donne la justification ci-dessous.

On utilise la propriété (3.3.6) ; alors 3 (fyx — t,) peut s’écrire de la maniere
équivalente :

%(iyw—ty) = (ka:_ka> — —(Unfy - VN0

keU keU
1/
= TBU (Gsys — Guyy) (3.13)
1/

= BU(G fs—Gufy + Gses — Guey).

On peut changer l'ordre dans le calcul des espérances, cela nous donne

1 . 1 . 1y
EﬁEpN(tyTr - ty) - EpEéﬁ(tyw - ty) = WBUEP(Gsfs - GU.fU)

et par (3.24) et le lemme 3.6.1 point 2, cette quantité tend vers zéro.
D’aprés Godambe (1982), une stratégie d’échantillonnage (p,d) est ro-

buste sous le modele ¢ si E¢E,(+(d — ty))? atteint la borne inférieure de
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1—m

Godambe-Joshi (1965), % Z v(xg) " qui est aussi la variance anti-

keU
cipée de fy. On sait que Destimateur par la régression généralisée tarpa
atteint cette borne dans le cas d’un modele linéaire (Sérndal, Swensson &
Wretman, p. 453). Plus récemment, Breidt & Opsomer (2000) ont montré
cette propriété pour des estimateurs assistés par un modele nonparamétrique

en utilisant une approche par des polynomes locaux.

Tk

Nous allons montrer dans la suite que ¢, est robuste dans le sens mentionné
ci-dessus.

1 ~
Proposition 3.3.12 : Sous les conditions C1-C7 et pour K ~ N2m+1, { .
atteint asymptotiquement la borne inférieure de Godambe-Joshi (1965) :

1. S 1—m
Eekp <N(ty7r - ty)) - N2 Z v(xy) ™ +0(1)
keU
Preuve : On donne la preuve de cette proposition dans la section 6. O

3.4 Une étude par simulations

Cette section est consacrée a une étude par simulations du comportement
de notre estimateur du total d’une variable d’intérét )). Nous effectuons
une comparaison avec l’estimateur de Horvitz-Thompson, gz, ainsi que
'estimateur par la régression, tgrrg. Les calculs ont été effectués avec le
logiciel R.

Nous considérons, comme Breidt et Opsomer (2000), une population U
constituée de N = 1000 individus. Nous associons les deux variables y; et zp
a chaque individu k de U et nous supposons de plus qu’il existe une fonction
f telle que

ye = [flag) + ek, (3.14)

ol les ¢, sont des erreurs de mesure indépendantes, de loi N(0,02). Les xy,
sont tirés de maniere indépendantes selon une loi uniforme sur I'intervalle

0, 1].

La population est simulée pour les fonctions f suivantes :

— fiin(x) = 1+ 2(z — 0.5), qui correspond & la situation ou l'estimateur
par la régression linéaire devrait se montrer le plus performant.

- fexp(x) = exp(—8x),

— fsin(x) = 2 + sin(27z).
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MSE | f | tur [terec | tyx |
fin | 2980 | 94 99
0 =011 fop | 513 | 281 100
fsn | 4706 | 1835 | 102
fiin | 4504 [ 1515 [ 1633
0 =04 | foxp | 1788 | 1638 | 1552
fsin | 5476 | 3103 | 1565

TaB. 3.1 — Valeurs de l'erreur quadratique moyenne des estimateurs pour
différentes fonctions f et différents niveaux de bruit.

Nous effectuons des sondages simples sans remise de taille n = 100 dans
la population, ainsi 7 = n/N = 0.1 . Ensuite nous comparons les différents
estimateurs du total selon le critere de l'erreur quadratique, définie pour
tout estimateur ¢ par

MSE(t) = (t—t,)? (3.15)

olt ty = > ey Yk
Afin de mieux évaluer la précision de chaque estimateur, mille réplications
de l'expérience sont effectuées, c’est a dire qu’on réalise 1000 sondages et
qu’on évalue 'erreur quadratique moyenne a partir de ces 1000 expériences.
L’estimateur spline est construit pour m = 3 et K = 5 noeuds intérieurs
positionnés aux quantiles de la variable X.

Les résultats sont rassemblés dans la table 3.1 pour les différentes fonc-
tions f considérées et deux valeurs de o, correspondant & un bruit faible
(0 =0.1) et un bruit important (o = 0.4).

On peut remarquer tout d’abord que I'estimateur spline fournit généralement
les meilleurs résultats. En effet il se montre presque équivalent & tgreq
lorsque le vrai modele est linéaire et nettement supérieur aux autres es-
timateurs lorsque la relation entre X et ) est non linéaire. Remarquons
également que l'estimateur de Horvitz-Thompson, qui ne tient pas compte
de 'information auxiliaire se montre le moins performant. Enfin, lorsque le
niveau de bruit est plus important, o = 0.4, le gain apporté par le modele
diminue.

Nous avons considéré dans cette simulation une base de fonctions B-
splines avec un nombre de noeuds fixe pour chaque sondage, égal a K = 5.
Si la base est trop grande, certains problemes d’identifiabilité peuvent ap-
paraitre lors du sondage en raison de l’absence d’observations entre deux
noeuds. D’une maniére générale le choix du nombre de noeuds et de leur
position semble étre un probleéme délicat qui peut avoir une influence im-
portante sur la qualité de I'estimation de la fonction f et par conséquent de
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I’estimateur du total. Il semble qu’un petit nombre de noeuds puisse quand
méme autoriser notre estimateur a approximer de maniére correcte une fonc-
tion “réguliere”. C’est pourquoi nous préconisons d’utiliser, en fonction de la
taille de I’échantillon, le moins de noeuds possible. Ce conseil peut d’ailleurs
étre relier aux résultats asymptotiques de la section précédente qui montrent
que la variance augmente avec le nombre de noeuds.

3.5 Discussions et perspectives

Plusieurs prolongements de ce travail peuvent étre envisagés.

Il s’agit tout d’abord de poursuivre les calculs afin d’exhiber un estima-
teur de la variance sous le plan et d’en déduire sa normalité asymptotique.

On pourra également appliquer cette technique par splines de régression
a l'estimation en présence de deux échantillons (cf. chapitre précédent).

On peut aussi considérer le choix pratique des parametres de lissage dans
la régression nonparamétrique. La régularité de ’estimateur est controlée ici
par le nombre et la position des noeuds. Dans la pratique il semble difficile (et
long) d’optimiser ces parametres de manieére automatique. C’est pourquoi
O’Sullivan (1986) dans le cadre de la régression nonparamétrique et tres
récemment Zheng et Little (2003) dans le cadre d’échantillonnage “PPS”
ont proposé des estimateurs splines pénalisés. Il s’agit d’une fonction spline
de régression dont la régularité est controlée par une pénalisation via un
parametre de lissage. Ce terme de pénalisation, qui s’ajoute au critere des
moindres carrés, est généralement de la forme suivante

i) = o f NEOR, (3.16)

ol le parametre p permet de donner plus ou moins d’importance au caractere
régulier de I'estimateur qui est mesuré par la norme de sa dérivée seconde.

Cette approche présente le double avantage de pouvoir a la fois assurer
Iexistence de 'estimateur de maniere quasi systématique en éliminant les
problemes d’identifiabilité, méme pour un nombre de noeuds important,
mais aussi de contréler la régularité de l'estimateur a 1’aide d’un unique
parametre (dont en plus une valeur peut étre choisie de maniere automatique
par validation croisée).

Un prolongement de ce travail est d’inclure un terme de pénalisation et
de déterminer un critere automatique de choix du parametre de lissage afin
de s’affranchir des inconvénients des splines de régression.

Enfin, cette approche par splines de régression peut se généraliser assez
rapidement au cas multivarié qui est fréquent dans la pratique, c’est a dire
losqu’on dispose de plusieurs variables auxiliaires. Il est possible d’estimer
directement des modeles nonparamétriques “purs”,

u = fOx) + e (3.17)
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ou 'information auxiliaire pour 'individu k est contenue dans le vecteur xy.
Malheureusement, en raison du “fleau” de la dimension, il est connu que
Iestimation peut étre de tres mauvaise qualité si la taille du vecteur x est
supérieure a 3 et si ’échantillon n’est pas de taille suffisante. Cependant on
peut considérer des sous modeles tels que les modeles additifs qui s’écrivent

g = p filag) + o+ flah) + e (3.18)

et ne souffrent pas du "fléau” de la dimension. Par ailleurs, les estimateurs
par splines de régression sont relativement faciles a mettre en oeuvre pour
ces modeles additifs (Hastie et Tibshirani 1990).
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3.6 Preuves

Preuve de la proposition 3.3.1 : On a

Y wiBj(zm) = Z{ +Z<1_m>w’“ }Bj(xl)

les les keU
- Y 1B« +Z<1_>wksze B;(x)
les L keU les

et Y, eh.Bj(w) = (Bj(1)),es = B.e} on el, , respectivement el est le
vecteur de taille ng, respectivement ¢, prenant la valeur 1 sur la [, respec-
tivment j-eme position et zéro ailleurs. Il résulte en particulier que

wis Y €, Bj(x) = wyBse) =b(z;)(B' ;' B,) "' B'.II, B.e]
les

= b'(xk)eg = Bj(l‘k)

Alors,

S uiBia) = Y B +Z<1—m> Bj(a)

les l€s keU

On donne dans la suite quelques lemmes et propriétés utiles dans les
preuves des propositions 3.3.9, 3.3.10 et 3.3.12.

Lemmes et propriétés

Lemme 3.6.1 : Sous les conditions C1-C7, on a :

B'UBU = O(K™). (Agarwal & Studden 1980, lemme 6.3)
L _ ~1/2
. |\ Z b(xg) 0 (K ) .

keU

iii. ||0]] = O(KY?).

Preuve :
2.0n a
1 ? 1
¥ 2 blaw)|| = VZZZB k) B
keU j=1keU icU
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q
- w2 3 Bese)
Jj=1keU ieU,|k—i|<m
1 & N 1 I 1
< FZZ? 0= g 2 2 Bilm) = &
=1keU keU j=1

parce que pour k,i € U tels que |k—i| > m on a Bj(zy)Bj(z;) = 0 et dans la
somme Y ey ij<m Bj(2r) Bj(w:), seuls & termes sont non nuls et ils sont
tous inférieurs a 1. On a utilisé aussi le fait que 23:1 Bj(xy) = 1.

3.0mn a
o1 = |(xBoBe) B < |(xmese) || xmem
= O(K)O(K™'?) = O(K'/?)
par le premier point et par le lemme 3.6.3, point 1. O

I,
Lemme 3.6.2 : On note o; = — — 1 pour tous i € U et soit (3;)icy un
o

K3
ensemble de réels. On suppose une population telle que la condition C1 soit
satisfaite et les probabilités d mcluszon de premzer et deuxieme degré mw;, T

satisfont la condition C4. Si — Zﬁ2 < 00 et Z |G| Br| < oo, alors

zEU z;ékEU
1 _
B <]\72 Z Z Biﬁkaiak> =0(n™).
€U keU

1—

Preuve : On a F(a?) =
tous i # k € U ce qui implique

E (;2 >N ﬂiﬂk%%) = % > o5

T
* pour tous i € U et E(ajag) =
(2

Z ﬂzﬁk l;_k

)

€U keU ieU z;ékeU
|A k!
< ZBQ+— > 1BillBe =z
€U i#keU
11 n 9
< - -
<L N( Zﬂ)
ieU

1 nmax;zp |Aig| [ 1
o R T N2 > 1818k

n A2
i#kel
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On a utilisé la condition C4 pour obtenir ces majorations. Si de plus on tient
compte de la condition C1 et de celles de I’hypothese, alors la conclusion est
obtenue. O

Ce lemme va nous étre utile pour les trois lemmes suivants.

Lemme 3.6.3 : Sous les conditions de régularité C1-C7, on a

1
i. NB,UyU = O (K_1/2) .
.1 _ _
7. N (B’SHS 1yS — B'UyU) =0, (n 1/2> .
1
i, NB’SI'Is_lyS = 0,(K~1/?).
Preuve :
i. On a
1 2 1K ’
HNB'U?JU = WZ ZBj(l'i)yi]
j=1 LicU
2 <& [ ?
< NE |2 Biw)
j=1 LicU

=[S

<

1 1
ce qui implique — B’ =0— ).
q pliq N vYu (\/E)

ii. On calcule EP(H% (B’sl'ls_lys — B'vyy) H2)

2
1 _ 2 1 I;
HN (B"I'y, — Bluyy) | = ||+ Z b(x)yi (7; _ 1)
€U
1 q
= N > D0 Bi@uiBi(wr)ur | cion

i,keU \ j=1

On applique le lemme précédent pour 3;6, = ;1-:1 Bj(x:)y; Bj(xk)yk
pour tous i,k € U. On vérifie d’abord que les conditions du lemme
(3.6.2) sont satisfaites :

1 1 Kl 1
N = D Byl < 5 Y vi < oo
iceU ieU j=1 €U

ce qui prouve que la premiere condition du lemme (3.6.2) est vérifiée.
On a utilisé le fait que Y39_, B} (z;) = [|b(z)[* < 1 (Burman, 1991
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pp. 270) et la condition C3. Pour le deuxiéme point, on doit vérifier

que
= 3 (88D <0
i#kelU
Comme 1_, B (20) By ) =< b{ae) ban) >= [ws) [ <o) < 1,

(Burman 1991) on obtient

% Z (18iBk]) < % Z

Bj(z:)Bj(zr) | lyiykl

.
—_

ithel i£kelU
1 1
< =5 Y il < 5D v <o
N? N -
i#keU ieU

toujours selon la condition C3. On peut déduire alors que
2
> =0(n™)

et par conséquent, % (B'SH;1y8 — B’UyU) = Op(n_l/Q).
iii. Ona 4By, = & (B Iy, — B'uyy) + v B'uvyy-

1
Ep (HN (B/S]___[;lys - BIUyU)

]
Lemme 3.6.4 : Sous les conditions C1-C7, on a
%+ (B, II;'B, — B'yBy) = Oy(n~Y/?).
g _ -1
ii. (%B'II;'B,)" = 0,(K)
Preuve :
1 I;
i. Ona N (B'SH 'B, B'UBU Zb ()b (2;)a; ou o = W—Z—l.
ZEU
Alors,
HN B,SHS_IBS — B,UBU N2 Z tr[b b(:rk)b'(xk)]aiak.
i,keU

Pour calculer I’espérance de la quantité ci-dessus, on va utiliser de nou-
veau le lemme (3.6.2) pour ﬂzﬂk = tr[b’(a:z)b(xz)b(xk)b’(xk)] Puisque

tr[b’ (;)b(z;)b(21)b (2 ZBQ z; ZBQ 2y) < 1, (Burman 1991)
7=1
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alors

q
SIS B DFAE0N IR

€U icU \ j=1
1 1 I R N(N —1)
i#keU i#keU j=1 j=1

o)

1
On obtient par conséquent E,, N (B’SHS_IBS — B'UBU)

et % (B'.I;'B, ~ B'yBy) = 0, (n™/?).

1 1 1
ii. On a NB’SHS_IBS =¥ (B’ ,I1;'B, - B'yBy) + NB’UBU et en
utilisant le lemme (3.6.1) et le premier point de ce lemme, on obtient
1 1 !
que NB'sﬂs_lBs = Op(K_l). Par conséquent, <NB,5HS_138> —
Op(K).

1 _
Lemme 3.6.5 : N};}b'(xk)ak = Op(n 172y,

Preuve : On a

% Z b (z)ag

keU

2 q
:%Z ZBj(xi)Bj(xk) ;0

ikeU \ j=1

et pour calculer son espérance, on applique de nouveau le lemme (3.6.2) avec
BiBy dans ce cas égal a Y 0_) Bj(xi)Bj(xk).

q
LY = LYY B <1

i€U ieU j=1
1 1 < 1
a2 2 BBl < {z D] Y Bilaw)Bjlwi) < 4 < o9
i#kelU J=1 kicU
ou la derniere inégalité résulte du lemme (3.6.1), point 2.
2
: 1 /
On obtient alors que E, N Z b (xp)ag =0(1/n) et
keU

1 _
N Z b’ (zr)ar = Op(n 172y,
keU
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On donne dans la suite quelques propriétés concernant le parametre de
la régression par des fonctions B-splines.

Proposition 3.6.1 : Sous les conditions de régularité C1-C7, on a
b— 6= 0,(K2n112).

Preuve : On peut écrire 8 — 0 de la maniere suivante :

s 1 I _
0-0 = <NB/UBU> |:N (BISHS 1ys — B,UyU):|
1 / - 1 / -1 / 1 ’ -1 -
— NB vBu N (B I, " By; — B UBU) NB SIS "By
On utilise alors les lemmes (3.6.1), (3.6.3) et (3.6.4) pour conclure. O

La propriété suivante donne ’approximation de 0 par un developpement
de Taylor.

Proposition 3.6.2 : Sous les conditions C1-C7, on a
2 1 (1« b(zp)E 5
o= (=7 = S\ Vindi /2,—1
6—6 <N U) <N E - + Op(K**n™")

kes

~

ou Ty = B'yBy et Ey =y — b (2x)0 pour tous k € U.

Preuve : On a

0-6 = T, (B IO 'y, —T.0)
A—1 _
= Ts B,SHsl(ys BSO)
1, - 1 ’ -1
- NTS NB SHS ES (319)

avec Ty = B’ .II]'B, et E, = (E})ges. De plus,

VBB, = > ~blan) Ex = O,((5/n)! ) (3.20)
parce que
1, 1 PR , 1 ’ 1 ’ -
NB sIIg ES:N(B sIIg ys_BUyU)_N(B sIIg BS_BUBU) &
Op(n-1/2) 0p(n-1/2) OWE)
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d’apres les lemmes (3.6.1), (3.6.3) et (3.6.4).

. N1
Le lemme (3.6.4) nous donne +(Ts — Ty) = Op(n~1/2) et (%TS> =
Op(K) et le lemme (3.6.1) (%TU)_1 = O(K); alors,

G[T) s (leTU> 0K 1), (3.21)

Enfin, on combine (3.20) et (3.21) dans (3.19) et on obtient la conclusion. —

Cette propriété a comme conséquence immédiate :

Proposition 3.6.3 : Sous les conditions C1-C7, on a
Gsf.—Gufy = Ty'BIL'E,+ Oy(K*?n™)
b(zi)E,
= T, CLY O,(K%*n~Y)  (3.22)
Tk
kes

avec Ey, = f — b (2,)Gu fy pour k € U.

Preuve : Procédant de la méme maniere que dans la proposition 3.6.2, on
obtient

Gsfs—Gufy= Ts_lB’Sl'[S_lEs avec (3.23)
E; = (Ex)kes, Erp=fi = b (vx)Gufy, keU
1
Pour N Z f# < oo, il résulte de la démonstration du lemme 3.6.3, deuxieme
ke(lf
point que N (B’ \0;'f,— B'ufy) = O,(n~Y?). Cette relation plus (B’y By) "' B’y fi =
O(K'/?) donne la conclusion. .
Cela nous donne :
( EP(Gst_GUfU)NO
b(x A
Bl(Gsf — Gufu)(Gsf — Guty)] = Var, [ I B
kes (324)
~ (i) E; By ka)Ek
V= (Ujl)j,lzrg’ Azk
\ i=1 k=1 Tk

On peut donner maintenant les preuves des propositions 3.3.9, 3.3.10 et
3.3.12.

Preuve de la proposition 3.3.9 :

fooc - 325 g 22)

kes keU
= [ Z b :L'k g (é é Z b/ xk ak] o
keU kGU
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et on en déduit le résultat en utilisant la proposition 3.6.1 ci-dessus et les

lemmes (3.6.1) et (3.6.5). O
Preuve de la proposition 3.3.10.
On a

1 . A 1 , 2.

N (tyr —1y) = ~ > b (z)ak| (6-8)

keU
La proposition 3.6.1 montre que 0—6 = Op(K?’/2 1/2 Z b (zp)oy =
kGU

Op(n~Y?) d’apres le lemme (3.6.5), d’ott le résultat annoncé. O

Preuve de la proposition 3.3.12 :

On change de nouveau ’ordre dans le calcul des espérances et on va appliquer
la proposition 3.6.3 pour les vecteurs Gsf,, Gsvs avec vs = (Ug)ges €t
Ges.

On note P = G5 f, — Gy f. Alors,

1 .
EE(t:wr - ty)Q =

N2
1
= =N ~vBu (PP + G,V G, — G,(V,|0)G — Gu(V|0) G, + GuVyGy) Byly
1
= 1l NBuPP'Byly + 1yByG,V G ,Byj1y — 21y BuG, V1, + > vp)

keU

ou Vy = Vareg(ey) = diag(vy)ger avec V4 sa restriction sur s.

N2E Ee(tyr —ty)? =
1
L

+% Z V-

keU

BuE,(PP)B} 1y + 1yByE,(G,VG.)By1y — 21y BuE,(G,V 1)) +

On a besoin de calculer E,(PP’), E,(G;V ;G.) et E,(GsV s15).

A : Pour le premier terme, on utilise (3.24),

E ~
E,[PP'| = Var, | Ty 22k blew)Br | _ T,'VT;
kes
avec N N
-~ a; E Bl xk)Ek
V= (vﬂ)j,l:fqa Z Z : ™ Azk
=1 k=1

188



Par ailleurs,

N N
1 1 i (20) E; Bi(ax) B
IR DD
N
= WZBJ(Q:Z)B;(QQ)EZ p e Z () By (xg) kﬂﬂfk
i=1 1#k=1
N N
1 1-X ~9 1 max;£g |Azk‘ ~ ~
< 2T B bl 5 g
i=1 i#k=1
1 1-— 2 1 max#k ’Alk‘
< WA >l
<

N
11-X 9 1 nmax;zp |A| [ 1 ~
( ZE)RVNZ&-

=1

On a, sous la condition de régularité C.2 et pour K ~ N QWIAH (Zhou, Shen
& Wolfe 1998), que Ey = fi — b (21)Gufy = fr — Ee(fr) = O(K™™)

uniformément en k € U. Cela implique avec les conditions C.1 et C.4 pour
1

N2U]l7
1 1
el =0 (mm) -

Alors,

L 11 BUE, (PP By ~ BT VT B

N2 NPU p( ) N = N2 NPULu U N

g q 1
= ZZCjCl <]V2?}jl> (325)
j=11=1

ou les ¢j pour j = 1,...,q sont les éléments du vecteur 1§VBUT[_]1- Soient
T,! (alj)l] etaj = (alj, ..., aq;)" les g colonnes de T';;'. Burman (1991)

donne une majoration des éléments de la matrice Tl}l

lag;| < 515,0”_]“ pour 0 < p<1
N="N

ou ¢; est une constante. Le dénominateur N apparait parce que dans notre
matrice Ty les éléments ne sont pas divisés par N comme dans Burman
(1991). Alors ¢; = SN b/ (i)a; et

X 1/2
l|laj|| < élN (Z p2|ljl> (3.26)
=1
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Cela implique pour ¢; :

q 1/2
Sov) K (Z ,)w)
€U =1

q 1/2
gde%ZfW> (3.27)

=1

lej| < a]| <

1,
sz(fci)

icU

d’apres le lemme (3.6.1), deuxiéme point. Alors,

1/2 1/2
q 1 K q q q - q ot
Sesn ()| = et [ X2 (X (X
Jj=11=1 J=11=1 \l1=1 lo=1
1/2\ 2
K q q o
= e | 2| S

et apres avoir appliqué I'inégalité de Cauchy-Shwartz, on obtient

q 1 Kq q q l
2|5—
S e (o] € et 3OS
j=11=1 j=11=1
On a
q - 2
D = () ()T ()T g ]
j=11=1 P
9 2\q+1 _ 1 7
— Fﬂé -1
pe—1 pe—1

et comme ¢ = K +m, le terme prédominant dans

q

1
Z ci <N2Uﬂ> est

j=11=1
K3 . , 1
—am qui tend vers zéro pour K &~ N2m+1,
On a obtenu alors que
1
WH\,BUEP(PP’) uln — 0. (3.28)
B : Calculons maintenant E,(1.V G.). On a 1.V = (v1,...,v,) = v} et
alors v, = (v1,...,vy). On utilise la proposition 3.6.3 pour & >,y vi <
oo, alors

E
G, — Guoy = T{;l Z b(zy) Ly + Op(K5/2n_1)
kes Tk
Ek = Vg —b/(l‘k)GU’UU, k= 1,...,N

(3.29)
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et E,(Gsv) ~ (Gyoy)'. Cela nous donne

1yByEy(G.V,1,) ~ 1yByGuoy = Iyvy = v (3.30)
keU
d’apres (3.10).

C : Il reste & calculer E,(GV G%). Ce terme peut étre écrit différement si
on tient compte du fait que V3 = E¢(es€’,) et que le plan de sondage p est
noninformatif, c’est a dire qu’on peut changer ’ordre entre E), et E¢

Ey(GsVsG,) = E,E:(Gsese,GY) = EcE,(Gses(Gses)').
Pour calculer E,(Gses(Gses)’) on va utiliser de nouveau la proposition 3.6.3

1
our — £2 < co. On obtient

keU
b(zy)F) 5/2),-1
G, — Guey = T;'Y =4 0,(K )
7 P (3.31)
Fy, = Ek—b(l‘k)GUeU, k=1,...,N
avec
Var(Gses) ~ _IFT_ = (fi )],l 1
(i F Bz B)Fk 3.32
fum Yy B e (332)
€U keU k
On note A la matrice de variance-covariance de o = (o)ierr, @ = i—l -1

X A . . . = s
A = < ki . Alors, la matrice de variance-covariance F' des éléments
TETi ) ket

fjl peut s’écrire de maniere équivalente
F =B, xHx By
avec H = diag(Fk)key X A X diag(Fk)key.

1 1
N2 1NBUE (G Vv G/)B/ 1N = QEE {1/NBUEP[(GSES)(GSES)/}BlUlN}
1
= WE% ]-iNBUvar(Gsss)B/U]-N + ]_INBUGU €U€,U G/UB/U]-N
— S——

1y 1N

1
— B {1yByT,;'FT,'Byj1y + Uyepeyln}

1

N2
1 / —1 v/ —1 1
= ol IBuTy' By HByTy' Byly ¢ + 73 > ok
— keU
N
1 1

keU
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1WH1y = (Fy,...,FN)A(Fy, ..., Fy) = F'yAFy

pour Fyy = (Fy,...,Fx)". De plus, Fy = (In — ByGyp)ey ou Iy est la
matrice unité d’ordre N. Cela implique que Fy = Rpey ou Rp est le
projecteur sur l’espace orthogonal a ’espace engendré par les fonctions des
B-splines. Alors,

E¢(1yH1y)

E¢(ey RzARpey) = tr(RFARpVY)
tr(VyA) —tr(VyAByGy)
t?”(BUGUAVU) + tT(BUGUABUGUVU)

Onao0 S tT(VUABUGU) S tT(VUA), 0 S tT(BUGUAVU) S tT(AVU) =
t’l”(VUA) et 0 < tT(BUGUABUGUVU) < tT‘(VUA) parce que VUA et
ByGy = By( bBU)*le sont deux matrices non négatives (respective-
ment matrice de variance-covariance et projecteur) et la plus petite valeur
propre de la matrice ByGy est 0 et la plus grande valeur propre est 1,
c’est un projecteur. On a utilisé le résultat suivant A4 +r(B) < tr(AB) <

min

M tr(B) pour A, B matrices non-négatives et A\, A4 est la plus pe-

tite, respectivement la plus grande valeur propre de A (Zhou, Shen & Wolfe
1998). Ensuite,

VUA ZUkAkk = Z’Ukl L Z Z’Uk

keU keU kGU keU

ce qui donne comme expression pour WlQVBUEp(GSVSG;)B'UlN,

;2 NBuEy(G.V.G)Byly ~ —; (Z“’“ ka)+]\1[22@k

keU keU keU

1 1- Tk 1-X1
parce que 0 < Ftr(VUABUGU keZUUk ="\ N2 ’gjvk —

0; la méme chose pour tr(BUGUAVU) et tr(BUGUABUGUVU). Alors,

1 1 VE
—1yBuEy(G,V,G,)Byly ~ N2

~ (3.33)
keU

1 -
On peut donner I’expression finale de ﬁEﬁEp(tyTr —t,)? en utilisant les
relations (3.28), (3.30) et (3.33) :

;QEEE (tyr — ty)? = Jéz{z QZU’“"—ZW}

keU keU keU
- {Z ka}-
keU keU
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Résumé

Cette these est consacrée a lestimation de la variance et a l'utilisation de va-
riables auxilaires lorsqu’on dispose de plusieurs échantillons. Le premier chapitre,
extrait d'un rapport rédigé pour Eurostat, présente une revue bibliographique sur
les méthodes d’estimation de la variance en sondage ainsi que leur implémentation
dans le logiciel Poulpe lorsque cela est possible. Nous définissons dans le chapitre
2 les plans de sondage bidimensionnels et nous donnons une formule de la va-
riance de type Horvitz-Thompson pour des estimateurs linéaires qui dépendent
des deux échantillons. Nous exhibons le meilleur estimateur linéaire sans biais et
proposons un estimateur de sa variance. Des formules explicites sont données pour
certains plans bidimensionnels. Une technique de linéarisation sur deux échantillons
est proposée afin de pouvoir estimer la variance de fonctions non linéaires de totaux.
Ensuite, nous développons un modele nonparamétrique basé sur les polynomes lo-
caux permettant de tenir compte de I'information auxiliaire. Enfin, nous proposons
dans le chapitre 3 une nouvelle approche nonparamétrique basée sur les splines de
régression. Nous prouvons la convergence de I'estimateur proposé et validons, sur
des simulations, son bon comportement dans la pratique.

English Title : Variance estimation in multi-occasions sampling
and nonparametric regression estimation in order to take auxi-
liary information into account

Abstract

This Phd deals with the variance estimation and the use of auxiliary information
when we have more than one sample. The first chapter, which is a part of a re-
port made for Eurostat, gives a review of the main techniques for estimating the
variance and their implementation in the software POULPE, when it is possible.
We define, in chapter 2, a bidimensional sampling design and we give a variance
Horvitz-Thompson type formula for linear estimators that depend on these two
samples. We derive the best linear unbiased estimator and a variance estimator is
also proposed. Explicit formulas are given for particular bidimensional sampling
designs. A technique of linearization on two samples is developped in order to deal
with non linear statistics of totals. Then, we use auxiliary information for improving
estimates by means of nonparametric regression estimators based on local polyno-
mials. Finally, we study in chapter 3 a new approach based on regression splines
for taking into account the auxiliary information for estimating the poulation total.
Consistency results are proved and simulations confirm the good behaviour of this
estimator in practice.

Discipline : Mathématiques Appliquées, Statistique.

Mots-clés : échantillons multiples, enquétes répétées, estimateurs de Horvitz-
Thompson, fonctions splines, fonction d’influence, linéarisation, polynémes
locaux, convergence.
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